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PROGRAMME OFFICIEL 



Projection et cote d'un point. 

Représentation ^e la droite. Pente. Distance de deux points. Droites 
concourantes. Droites parallèles. 

Représentation du plan. Échelle de pente. Plans parallèles. 

Rabattement sur un plan horizontal. Angle de deux droites. Dis- 
tance d'un point à une droite. 

Intersections de droites et de plans. Applications aux problèmes 
d'ombres et de sections planes de prismes et de pyramides. 

Droites et plans perpendiculaires. Distance d'un point à un plan. 

Angle d'une droite etd'unplan. Angle de deux plans. Application 
à la construction de polyèdres simples. 

Représentation du point, de la droite et du plan à Taide de deux 
plans de projection. 

Intersections de droites et de plans. Droites et plans parallèles. 

Droites et pians perpendiculaires. 

Rabattement d'un plan sur un plan horizontal. 

Changement du plan vertical. 

Reprendre les problèmes précédemment énoncés relatifs aux dis- 
tances» angles, ombres et sections planes. 



PRÉFACE 



Ce volume contient Texposé du programme de géométrie des- 
criptive de la classe de Première (Sections G et D), tel qu'il a été 
fixé par Tarrêté du 27 juillet igoS. Nous n'avons pas suivi exac- 
tement Tordre du programme officiel, usant en cela de la liberté 
laissée par les instructions relatives à l'enseignement des mathé- 
matiques qui accompagnent cet arrêté et débutent ainsi : 
« Les programmes de mathématiques doivent être considérés 
comme des tables des matières à enseigner dans les différentes 
classes ; toute latitude est laissée au professeur pour adopter tel 
ordre qui lui conviendra, pour employer les méthodes qui lui 
paraîtront les plus profitables aux élèves qu'il dirige. » 

Nous avons développé au début de ce traité la méthode des 
plans cotés, mais la rédaction adoptée permet tout aussi bien 
d'entreprendre en premier lieu l'étude de la méthode des deux 
plans de projection ; il suffit, à cet effet, d'aborder directement 
la lecture delà deuxième partie du traité (page 78), dont la com- 
préhension n'exige pas la connaissance de la première partie 
(pages 9 à 72). 

Nous n'avons pas hésité à appliquer les méthodes générales à 
de nombreux exemples. C'est là, en effet, avec la pratique de la 
règle et du compas, le meilleur moyen de faire*acquérir à l'élève 
l'habitude des constructions et de l'accoutumer à choisir, dans 
chaque cas particuher, les méthodes les plus simples. S'il peut 
en outre résoudre quelques exercices d'application, il s'assimilera 
facilement la géométrie descriptive et y prendra rapidement 
goût. 

Pour ne pas interrompre l'exposition des résultats fonda- 
mentaux et des méthodes générales, nous avons rejeté dans deux 
notes placées à la fin du volume le développement des proprié- 
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tés relatives aux plans bissecteurs et les solutions de quelques 
problèofies sur les droites de profil et les plans parallèles & la 
ligne de terre. Ces > questions sont en effet d'importance secon- 
daire ; aussi, dans une première étude, elles doivent être laissées 
de côté ; mais dans une revision, elles pourront être étudiées avec 
profit par les bons élèves qui y trouveront des applications inté- 
ressantes des théories générales . 

Enfin, dans une courte note historique, nous avons cru utile 
de donner quelques détails au sujet de Tinfluence décisive exer- 
cée par Monge sur la création de la géométrie descriptivci 
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il- 

Objet de la géométrie descriptive. 

i. En regardant une photographie ou un dessin exécuté d'après les 
règles ordinaires de la perspective» on n'aperçoit qu'une partie des 
objets représentés. En outre, ce mode de représentation ne permet 
pas la détermination des dimensions des corps (angles, distances, sur- 
faces, etc.). Par exemple, le croquis d'une maison ne laisse voir que 
lafaçade : la distribution intérieure des pièces, leurs dimensions res- 
tent cachées aux yeux qui regardent le croquis. Le dessin ordinaire 
est donc insuffisant pour représenter et pour étudier complètement 
les corps. 

La géométrie descriptive remédie à cette insuffisance ; elle permet, 
par l'application des principes et des théorèmes de la géomél rie pro- 
prement dite, et grâce à certaines conventions simples, d'exécuter 
des dessins d'après lesquels on peut se rendre compte des moindres 
détails des objets représentés et calculer leurs dimensions. (*) 

2. Avant d'aborder la géométrie descriptive, nous rappellerons les 
principes de géométrie qui seront plus particulièrement utiles dans 
la suite. 

(*) Pour de plus amples détails stir ce sujet, nous conseillons au lecteur de 
lire la note historique placée à la fin du volume (page aQ'i). 
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Définilions. — On appelle projection d'un point A sur un 

, j^ plan P le pied a de la perpendicu- 

I laire abaissée de ce point sur le plan 

La perpendiculaire Aa est appelée la 
projetante du point A. 

Si le point A appartient au plan P, 
il coïncide évidemment avec sa projec- 
tion. 
La projection sur un plan P d'une 
ligne quelconque (L) de l'espace (fig. a) est le lieu géométrique des 
projections a, 6, c.... sur le plan P 
des divers points A, B, C,. . . de cette 
ligne ; les points a, b, c, ! . . forment 
généralement une ligne continue {l) qui 
est dite la projection de la ligne (L) 
sur le plan P. 
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4. Théorème. ^ La projeclion d'une 
droite non perpendiculaire au plan de 
projection est une droite. 

En effet, les projetantes Aa, B6, Mm, . . . des divers points de la 

droite AB (fig. 3) sont distinctes et 
parallèles entre elles, puisqu'elles sont 
toutes perpendiculaires au plan de pro- 
jeclion P ; elles appartiennent donc au 
plan déterminé par la droite AB et 
l'une d'entre elles, Aa parexemple; par 
suite, le lieu de leurs points de rencon- 
tre avec le plan P est la droite ab sui- 
vant laquelle ce plan coupe le plan P. 
Le plan Aa6B, qui est le lieu géomé- 
trique des projetantes des divers points de la droite AB, est appelé 
le plan projetant cette droite; on peut dire alors que la projection 




Fig. 3 
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(f trne droite sut nn plan est rinterseclion dn plan de projcclion avec 
le plan projetant la drofte. 
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o. Rbmaiiques. — I. Lorsque la droite AB est perpendiculaire au plan 

de projection P (fig, 4), le plan proje- 
tant n'est plus défini, car AB et ko. 
sont confondues ; la droite AB est elle- 
même la projetante de îou^ ses points 
A^ B, My... : sa pfojection se réduit 
alors aa point a où elle perce le plan P. 

IL — Lorsque la droite: AB n'est pas 
perpendiculaire au plan de projection 
(flg. 5 et 6), saprojeciicwestlafd'foite ab 
qui joint les projections de deux points queftîôflqtïcs A €ft B de cette 
droite. Le segment ab est dit la 
projection du segment AB. 

Si la droite AB n'est ni parallèle 
ni perpendiculaire au plan P {fig: 5), 
elle coupe ce plan en un point qui 
est à lui-même sa projection -, il en 
résulte que la projection ab de la 
droite AB passe par le point 0. 

Fig.. 5 

III. — Si la droite AB est parallèle 
au plan P (fig. 6), sa projection ab lui est parallèle, car tout plan 

passant par AB, et en particulier le 
plan projetant cette droite, coupe le 
plan P suivant une droite parallèle à AB. 
Dans ce cas, tout segment AB de la 
droite est égal à sa projection ab, car la 
figure AB6a est un rectangle, et les 
côtés opposés AB et ab de ce rectangle 
yjg g sont égaux. 

&. Théorème. — Les profetUons sur un même plan de deux droites 
paratlèUs sont des droites parallèles. 

Soient AB, Gî> deux droites parallèïe» dans l'espace, ab, cd leurs 
projections stfr tm pïan P {fig. 7) ;lesiilanspro3etffnlrespec!iveTnent 
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les deux droites AB et CD sont parallèles, car le premier est déterminé 
parla droite ABet la projetante Aa, droites respectivement parallèles 
à CD et à la projetante Ce, qui déterminent le second. Ces plans étant 

parallèles, leurs intersections ab et eJ 
avec le plan P sont des droites paral- 
lèles. 



Remarque. — Le théorème précédent 
est évidemment en défaut lorsquelesdroi- 
tes AB et CD sont perpendiculaires au 
plan P, puisque leurs projections se 
réduisent dans ce casa deuxpointsaet c. 




Fig. 7 



7. Théorème. ^ Le rapport de deux segments parallèles est égal aa 
rapport de leurs projections sur un même plan. 

Soient AB, CD deux segments parallèles, ab, ed leurs projections 
sur un plan P {fig, 7). D'abord, si les segments AB et CD sont parallèles 
au plan P, on a AB = ab, CD = cd (5, III), et la proportion 
AB __ ab 

CD "" cd 



est évidente. 



Supposons maintenant que les segments AB et CD ne soient ni pa- 

B 
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Fig. 9 



rallèles ni perpendiculaires au plan de projection {fig, 8) ; dans le 
plan ABba qui projette le segment AB, menons AA' parallèle à a6 ; de 
même, dans le plan CDdc projetant CD, menons CC parallèle à 
cd ; dans les rectangles AA'6a et CC'dc, on a AA' = ab, GC = cd. 
D'autre part, ab et cd sont parallèles (6); par suite AA' et CC sont 
aussi parallèles, et les triangles rectangles ABA', GDC sont sembla- 
bles comme ayant leurs côtés parallèles ; on a donc 
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kPL' 



ou 



AB 
CD 



cd 



G. q. f. d. 



CD "~ ce 

Si les segments AB, CD sont situés sur la même droite (fig, 9), la 
démoristratîon est évîdente.En effet les projetantes des quatre points A, 
B, C, D sont des parallèles qui interceptent des segments proportion- 
nels sur les droites AB et ab. On a donc 

AB _ ab 

CD "" cd * 

8. Corollalpe. — Les projections sur un même plan de deux segments 
égaux portés par une même droite ou par des droites parallèles sont des 
segments égaux. 

En effet, si les segments parallèles AB, CD sont égaux, AB := CD, 

AB ab 



la proportion 



CD 



cd 



entraine ab = cd. 



Conséquences. — I. Le milieu d'un segment se projette au milieu 
du segment projection. 

IL — Les médianes d'un triangle se projettent suivant les mé- 
dianes du triangle projection. 

Par suite, le point de concours des médianes d'un triangle se pro- 
jette au point de concours des médianes du triangle projection. 

9. La projection d'une ligne brisée ABGD... de Tespace est une 




Fig. 10 




Fig. 11 



ligne brisée abcd,,., dont les sommets sont les projections des sommets 
de la première (fig. 10). 
La projeclion d'une ligne courbe est généralement une ligne courbe 
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Remarque. ~ Lorsqu'une ligne, brisée ou courbe^ est plane et con- 
tenue dans un plan Q perpendiculaire au plan de projection P [fig. ii), 
les projetantes Aa, B6,..- des divers points de cette ligne appartiennent 
toutes au plan Q; les projections de ces points sont donc situées sur 

la droite ab suivant laquelle le plan 
Q coupe le plan P, et la projection 
de la ligne considérée est la droite 
ah ou un segment de cette droite. 

Par ej^emple, la projection d'un 

cercle du plan Q {fi$- la) est la 

projection ab du diamètre AB de ce 

cercle parallèle au plan de projec- 

„. ,- lion P. 




III. 



Méthodes de la géométrie desoriptive. 

iO. Nous avons vu que, lorsqu'on se donne un point de l'espace, 
sa projection sur un plan donnéesi déterminée. 

La réciproque n'est pas vraie : si l'on se donne la projection a sur un 
plan P d'un point de l'espace, ce point n'est pas déterminé; on sait 
simplement qu'il se trouve sur la perpendiculaire élevée en a au plan 
P, autrement dit on connaît sa projetante; de là, la nécessité d'un 
second élément de construction qui achèvera de déterminer complè- 
tement le point. 

On peut, par exemple, se donner une deujdème projection du point 
sur un deuxième plan de projection non parallèle au premier, ce qui 
permettra de connaître une deuxième projetante du point, non parai' 
lèleà la première ; ces deux projetantes pourront alors, sous certaines 
conditions que nous examinerons plus loin, se rencontrer; leur point 
d'intersection sera le point cherché. 

Ou bien l'on peut adjoindre à la projection a du point sur un plan 
la dislance de ce point au plan de projection, distance qu'on nomme 
la cote du point; le point cherché est alors situé sur la perpendiculaire 
élevée en a au plan de projection, à une distance du point a égale à 
sa cote ; cette dislance pouvant être portée dans deux sens différents à 
partir du point a, pour faire disparaître toute ambiguïté, on convient 
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d'affecter du signe -\- les cotes des points situés d*un certain côté du 
plan de projection, du Signe — les cotes des points situés de l'autre 
côté. 

De là deux méthodes pour définir un point de l'espace : 

1° la méthode des plans cotés ou Géomélrie cotée ; 

20 la méthode des deux plans de projection, qui constitue la Géomé- 
trie descriptive proprement dite. 

Ces deux méthodes ne sont pas d'ailleurs essentiellement distinctes ; 
pour les appliquer l'une et l'autre, on fait appel aux mêmes théo- 
rèmes de géométrie, théorèmes dont la démonstration est évidem- 
ment indépendante de l'application qu'on en peut faire. Si les deux 
systèmes sont employés concurremment, c'est que certaines con- 
structions sont plus simples en géométrie cotée qu'en géométrie des - 
criplive ordinaire ; que d'autres, au contraire, se font plus rapidement 
en appliquant la méthode des deux plans de projection qu'en se ser- 
vant de la méthode des plans cotés. Au surplus, nous verrons qu'il 
est aisé, Connaissant la représentation d'une figure dans l'un des sys- 
tèmes, de passer à sa représentation dans l'autre. 

il. Dans le système des plans cotés, le plan de projection est sup- 
posé horizontal. Lorsqu'on fait usage de deux plans de projection, ces 
plans sont supposés, l'un horizontal, l'autre vertical, ce qui exige 
qu'ils soient perpendiculaires entre eux. Gela tient à ce que, dans les 
applications pratiques de la géométrie descriptive (stéréotomie, char- 
pente, levé de plans, etc.), les plans de projection sont effectivement 
horizontaux ou verticaux. 
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LE POINT ET LA LIGNE DROITE 



§ I- 

Projeotion et oote d'un point. 

12. En Géométrie cotée, on n'emploie qu'un plan de projection. 
Ce plan, qui est toujours horizontal, se nomme le plan de comparaison» 
La projetante d'un point est la verticale de ce point. Un point A de 
l'espace est alors défini par sa.. projection a sur le plan de comparaison 
et sa cote, qui est la distance du point A au plan de comparaison, ou, 
plus exactement, le nombre qui mesure cette distance avec l'unité de 
longueur choisie (le centimètre ou le mètre, par exemple). 

Lesfioies des points situés aa-dessus da plan de comparaison sont posi- 
iives,celles des points situés au-dessous du plan de comparaison sont néga- 
tives. Généralement, on suppose le plan de comparaison suffisamment 
bas pour que tous les points d'une même figure aient des cotes 
positives. 

On désigne les points de l'espace par de grandes lettres A, B, G, . . . 
et leurs projections par les petites lettres correspondantes a, 6, c, . . . 

La cote d'un point s'écrit, entre parenthèses, près de la lettre dési- 
gnant sa projection. 

L'ensemble ainsi formé s'appelle la projection cotée du point ou 
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épure du point. — Ainâ, le point a{3,2)(yi^. 1 3) représente le point 

A de l'espace, situé sur la verticale qui perce le plan de comparaison 

^ /g 2) ^u point a, à une distance 

au-dessus de ce plan égale à 

Talûw . . 3 unités a dixièmes. 

luiUmiJ 1 1 1 1 1 — ^ ,, . j . 

10 5 I 2 3 4 5 On appelle points de cote 

ronde ceux dont la cote est 



' 



Échelle 
Fig. 13 



mesurée par un nombre 
entier. 
Les points du plan de comparaison ont une cote nulle; ils coïnci- 
dent avec leur projection. Ainsi le point a(o) (fig. i4) 
^^®' représente le point A du plan horizontal, qui est d'ail- 

leurs confondu avec a. 

Fig. 14 

13. Projection cotée ou ëpure d'une figure quelconque* — 

Lorsqu'on connaît la position d'une figure F dans l'espace, il est 
possible de construire les projections des points et des lignes qui ser- 
vent à la définir. On peut aussi inscrire les cotes des différents points 
de la figure près de leurs projections. L'ensemble des projections 
cotées des points de la figure F constitue la projection cotée de la 
figure ou encore ï épure de la figure. 

Inversement, lorsqu'on a la projection cotée d'une figure de l'es- 
pace, on peut connaître sa position, puisque la position occupée par 
chaque point de la figure est déterminée par sa projection cotée (12). 
Nous verrons plus tard qu'on peut déterminer la grandeur de tous 
les éléments de la figure. 

14. Échelle numérique; échelle graphique. — Il arrive souvent 
que les dimensions des projections de l'objet à représenter sont trop 
grandes pour pouvoir être portées sur la feuille de papier qu'on sup- 
pose placée dans le plan de comparaison et sur laquelle on dessine la 
projection cotée de l'objet. Dans ce cas, on réduit dans le même rap- 
port toutes les longueurs de l'espace et de la projection horizontale. 
Ce rapport numérique s'appelle l'échelle numérique ou de réduction. 

Par exemple, faire l'épure d'une figure à l'échelle de i/5o, veut 
dire qu'une longueur de la projection ou de l'espace doit être 
figurée sur l'épure par la longueur cinquante Jois plus petite. 

Cette réduction revient à remplacer la projection réelle de la 
figure par une figure semblable, le rapport de similitude des 
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deux figures étant i/5o. Les cotes sont réduites aussi dans le même 
rapport, mais les angles restent invariables. 

Inversement, on passe d'une longueur obtenue sur l'épure à la 
longueur correspondante de la projection réelle, en prenant une lon- 
gueur 5o fois plus grande. 

Pour éviter les calculs nécessités par l'usage de l'échelle numérique, 
on a recours à Véchelle graphique. 

Une échelle graphique est une ligne dnxte tracée généralement 
au-dessous de l'épure (fig, i3) et sur laquelle on a porté bout à bout 
plusieurs fois l'unité de longueur choisie, ou cette unité réduite 
d'après l'échelle numérique adoptée ; les points de division sont numé- 
rotés o, I, 2, 3,. . . de gauche à droite. Pour qu'on puisse mesurer 
les longueurs à i/io près, on prolonge Téchelle graphique d'une 
division vers la gauche et Ton partage cette division en lo parties 
égales, chiffrées, cette fois de droite à gauche, de o à lo. Cette partie 
de l'échelle est le talon. 

Pour mesurer une distance à l'aide de l'échelle graphique, on place 
une bande de papier rectiligne sur l'épure, de façon que son bord 
passe par les points dont on veut connaître la distance et l'on marque 
ces points sur la feuille avec un crayon ; ou bien encore on place, à 
chacune des extrémités de la longueur à mesurer, les pointes d'un 
compas convenablement ouvert. On porte ensuite la longueur obte- 
nue sur l'échelle, de façon que Tune de ses extrémités tombe exacte- 
ment sur Tune des divisions de l'échelle et l'autre dans le talon. 

Si la première extrémité se trouve par exemple sur la division 8 de 
réchelle, et l'autre extrémité entre les divisions 4 et 5 du talon, la 
longueur cherchée est comprise entre 8 unités 4 dixièmes et 8 unités 
5 dixièmes. 

L'échelle graphique sert également à la mesure des cotes. 



1 n. 

La ligne droite. 

15. Représentation de la ligne droite. — Si la droite n'est pas 
verticale, c'est-à-dire n'est pas perpendiculaire au plan de comparai- 
son, sa projection est une droite (4), qu'on obtient en joignant les 
projections de deux de ses points. 
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Exemple, — La droite définie par les points a(3,a), 6(7,8) (fly* i5) 
a pour projection la droite ab. 

Horizontale. — Une horisontaU est une droite parallèle au pian de 
comparaison. 



ai^.î) 



b{lB) 



Fig. 15 



a (3) 




i 


2 3 4 




ÊehelU 




Fig. 16 



Par suite, tous ses points ont la même cote. 

Elle peut donc être définie par deux points de même cote : a(3) et 
6(3) {fig, lO). 

D'après la Remarque III du n" 5, le segment ab est égal à la lon- 
gueur AB de l'espace. 

Verticale. — Une verticale est une perpendiculaire au plan de 
comparaison ; tous ses points ont leurs projections confondues avec 
sa trace sur le plan de comparaison (5, I). 

V Une verticale est donc complètement . définie par sa 

trace v(fi(f. 17), sans qull soit besoin d'inscrire aucune 
Fig. 17 cote à côté. 

16. Rabaltement d'un 
plan verllcal sur ]e])1an de 
comparaison. — Rabailre 
un plan vertical V (c'est à - 
dire un plan perpendiculaire 
au plan decomparaison H) sur 
le ^UnRifig. 18), c'est faire 
tourner V, dans un sens dé- 
terminé, autour de son inter- 
section xy avec H jusqu'à ce 
qu'il soit confondu avec H. 
Après celte rotation effectuée, 
un point A du plan V vient 
occuper la position a' sur H : 
le point a' s'appelle le rabat- 
tement de A. 

L'axe xy de cette rotation s'appelle la charnière du rabattement. 




Fig. 18 
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17, Problème. — Connaissant la projection cotée a(3) dun point 
da plan vertical V, déterminer son rabattement a' sur H. 

Remarquons (flg, i8) que la projetante Aa perpendiculaire au plan 
de comparaison H est aussi perpendiculaire à la charnière ccy, et reste 
perpendiculaire à cette droite pendant la rotation du plan V. Après 
le rabattement, Aa coïncide donc avec la perpendiculaire élevée en a 
à ûcy dans le plan de comparaison, et A se trouve rabattu au point a' 
de cette perpendiculaire tel que aa' = Aa (cote du point A). 

D'où la règle suivante, que nous formulons à cause de son applica- 
tion fréquente : 

Règle. — Lorsqu'on rabat unplan vertical sur le plan de comparai- 
son, le rabattement d^un point de ce plan vertical s'obtient en abaissant 
de la projection da point la perpendiculaire sur la charnière et en por- 
tant sur cette perpendiculaire, à partir de la charnière, une longueur 
égale à la cote du point. 

Supposons, par exemple, que le point A [fig. i8) ait une cote 
égale à 3. La feuille du dessin étant supposée placée sur le plan de 
comparaison H, le plan vertical V est complètement défini dans 

répure par sa trace xy {fig . i^) : ce plan est, 
en effet, le plan mené par xy perpendiculai- 
rement au plan de la feuille du dessin. La 
projection a du point A est sur xy, d'après 
la remarque du no 9. 

En appliquant la règle précédente, et en 
remarquant que xy est la charnière du 
I . . ■ rabattement, on obtient alors, dans l'épure, le 

rabattement a' du point A en élevant en a la 

Échelle perpendiculaire à xy et en portant sur celte 

Fig. 19 perpendiculaire la longueur aa' égale à 3 

unités de l'échelle. 
Remarque 1 . — Si Ton prend un point B du plan vertical V sur 
la charnière {fig. 18), le rabattement le laisse immobile, puisqu'il est 
sur Taxe de rotation. Son rabattement coïncide donc avec sa projec- 
tion b {fig, 19). 

Remarque IL — Un point C du plan V {fig. 18), à cote négative, se 
rabat du côté de la charnière opposé à celui où se rabattent les points 
à cote positive, comme A, par exemple; en effet, à cause du sens 
choisi pour la rotation, si le demi-plan V vient sur le demi-plan H, 
le demi-plan V vient sur le demi-plan H'. 
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Il en résulte que si le point C a pour cote ( — a), son rabattement 
{fig. 19) est le point c' situé sur la perpendiculaire élevée en c à 
ary, à 3 unités de xy du côté opposé à d. 

18. Problème. — Une droite étant définie par tes projections cotées 
de deux de ses points, trouver la cote d'un point de cette droite, connais- 
sant sa projection horizontale. 

Soit, par exemple {Jig. 20), à trouver la cote de celui des points de 
la droite a (a) b (7) projeté en m. 

lo Méthode graphique. — On rabat le plan vertical V projetant la 




a(2) 



■i 1 1. 1 



Of234 



Échelle 
Fig. 20 




Fig. 21 



droite AB sur le plan de comparaison (^tgr. ai). La charnière du 
rabattement n*est autre que la projection ab de la droite AB, et les 
rabattements a' et b' des points A et B s'obtiennent, d'après la règle 
précédente {17), en menant les perpendiculaires en a et 5 à afc» et 
en portant sur ces perpendiculaires les longueurs aa' et bb' res- 
pectivement égales à a et à 7 unités de l'échelle (fig, 20). a'b' est 
alors le rabattement de la droite AB. Le point M de cette droite se 
rabat évidemment sur a'b', et comme, d'après la règle du rabatte- 
ment, il se rabat aussi sur la perpendiculaire élevée à la charnière 
aà au point m, son rabattement est le point m' où cette perpen- 
diculaire rencontre a'b'. Quant à sa cote, c'est, d'après la règle du 
rabattement, la longueur mm'. On peut, si l'on veut, mesurer cette 
longueur à l'aide de l'échelle et inscrire le nombre obtenu (environ 
5, 4 dans l'épure) près du point m. 

2° Méthode kumIrique. — La construction précédente peut être 
remplacée par un calcul. 
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Considérons le plan vertical V projetant la droite {fig. ai). Soient 
fi et p les points où la parallèle menée par A à la charnière ab ren- 
contre les projetantes des points M et B. La cote du point M est 
Mm ^ Mp. + fim, ou, puisque fAm = Aa, 

Mm =: M\L -h Aa. 

En outre, les triangles sembl^ables AM[i et ABp donnent 

MfA Afx arriy 

"W"" Âp" ■" "06'' 

d'où Mfi = BPx ^ = (B6 - p6) -^. 

ou encore (i) Mfji = (B5 — Ka) X — r-« 

Or, on connaît Aa et B&, cotes des points A et B, et en mesurant 
dans répure (/l^. 20), avec une unité arbitraire Aes longueurs am eiab, 

on peut calculer le rapport numéri(jue — r-. On en déduit la va* 

leur numérique de Mfx ; en lui ajoutant Aa, cote de A, on a la cote 
Mm du point M. 

Ce procédé dispense, comme on le voit, de toute construction 
graphique. 

Cas particulier. — Si m est au milieu de ab. Mm est une droite 
équidistantc des bases du trapèze Aa6B (fig, 31), et Ton a d'après 
une propriété connue du trapèze 

^^^ Aa+Bb 
a 

Autrement dit, la cote de M est, dans ce cas, la moyenne arithmé- 
tique des cotes des points A et B. 

Remarque I. — La méthode précédente se prête à une évaluation 
rapide de la cote du point M projeté en m. La formule établie 
ci- dessus peut s'écrire 

Bb — Aa 

M^ = — ^^-Xam. 

Comme le rapport j- est indépendant de la position du 

point M sur la droite AB, cette formule montre que Mfz, différence 
des cotes des points Met A, varie proportionnellement à am, distance 
des projections de ces mêmes points. 
Supposons par exemple {fig. aa) que m soit, à vue, sensiblement au 



' 
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tiers deab {flg. 22), Puisque, lorsque le point m va de a en Ma cote 

de M s'accroît de 6 unités, lorsque le point 

-tr; — z!:z ;*rrv m s'arrête au tiers de al. la cote de M s*ac- 

a(3) m{b) b[9) ' 

croit seulement du tiers de 6 unités, c est- 
^* à-dire de a unités. La cote de M est donc 

à peu près 3 -h a = 5. 

Cette évaluation approximative de la cote est suffisante dans la plu- 
part des cas. 

Remarque II. — Lorsque la droite donnée est horizontale, la déter- 
mination de la cote d'un point est un problème qui ne se pose pas, 
puisque tous les points de l'horizontale ont la même cote. 

Si la droite est verticale, le problème est indéterminé, car un point 
n'est pas défini par la seule donnée de sa projection (10). 

19. Problème inverse. — Une droite étant définie par les projec- 
tions cotées de deux de ses points, déterminer la projection dun point 
de celte droite connaissant sa cote. 

Soit à déterminer sur la droite a(3) 6(7) la projection du point de 
cote 4 ifig, aS). 

i« Méthode graphique. — On rabat, comme au problème précé- 

.' dent, le plan vertical projetant la droite 
.^-''1 a[^) 6(7) sur le plan de comparaison ; 
on obtient en a'b' le rabattement de 
cette droite. Le rabattement m' du 
point cherché se trouve d'une part sur 
_ a'b' ; d'autre part, d'après la règle du 
^^^^ ^' ^(7> rabattement d'un plan vertical (17). il 

I ■ ■ — est à une distance de la charnière égale 

012345678 , 

à la cote du point. On obtient donc un 
p. 23 second lieu du point cherché m' en 

portant sur bb' la longueur bc' égale 
à 4 unités de l'échelle et en menant par & la parallèle à ab. 
L'intersection m' de cette parallèle et de a'b' est le rabattement 
du point cherché. On en déduit la projection m du point en abais- 
sant la perpendiculaire m' m sur ab (règle du rabattement, 17). 
Le problème a donc, en général, une solution et une seule. 

a* MÉTHODE NUMÉRIQUE. — Ou utilise les résultats du problème pré- 
cédent. On connaît la cote de M, c'est-à-dire la mesure de la lon- 



i I 



LE POINT ET LA LIGNE DROITE 



17 



gueur Mm {fig, ai). Gomme d'ailleurs M[x = Mm — Aa, la for- 
mule (i) du n° i8 donne 

. ^ ^ Mu . Mm — ka , 4 — 3 ab 

On voit ainsi que la longueur am est le quart de a&, ce qui permet 
de construire aisément la proiection m du point cherché. 

Remarque I. — Si la droite est verticale, il suffit pour représenter le 
point cherché d'écrire à côté de la trace de la verticale la cote donnée. 

Remarque II. — Si la droite est horizontale, le problème est impos- 
sible si la cote donnée n*est pas celle de l'horizontale ; il est indéter- 
miné dans le cas contraire, car tout point de la droite répond à la 
question . 

Applications. — On peut appliquer la construction indiquée plus 
haut (ig) à la détermination des points consécutifs de cote ronde i, a, 
3, 4.... d'une droite définie par les projections cotées de deux de ses 
points, et, en particulier, à la détermination de la trace horizontale de 
la droite, qui est le point de cote zéro de cette droite. 
Ainsi, si l'on suppose la droite déGnie par les points a (a) et 6 (7) 

(fig. a4), on détermine le rabat- 
tement a'b' de celte droite lors- 
qu'on rabat sur le plan de com- 
paraison, le plan vertical qui la 
projette. On porte ensuite bout à 
bout sur 56', 6 fois l'unité de 
réchclle, et par les points de 
division obtenus, on mène les 
parallèles à ab. Des points où ces 
parallèles rencontrent a'b\ on 
abaisse enfin les perpendiculaires 
sur ab , et l'on obtient ainsi les 
projectiofis des points décote i, 
a, 3,... de la droite AB. 
Le point de cote zéro de la 
droite AB, c'est-à-dire sa trace horizontale, devant coïncider avec son 
rabattement (17, Rem. I), est le point commun à ab et a'b'. 

20. Échelle ou graduation d'une droite. — On appelle échelle 

Chollet et Mineur, I. 2 




Échelle 
Fig. 24 
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OU graduation d*une droite rensemble formé par les pcânis de cotes 
rondes de la droite. 
La droite ab {fig. a4) est une droite graduée. 



i m. 

Pente et intervalle d*ane droite. 

21. Penle d'une droite. — Déf inilion. — La pente d'une droite est 

la tangente trigonométriqae de Vangle 
de cette droite avec le plan horizontal 
de comparaison, 

/Ainsi, si Ton désigne par 6 l'angle 
de la droite AB (fig. a5) avec le plan 
horizontal H, c'est-à-dire l'angle 
^ qu'elle forme avec sa projection A6 

. sur ce plan, par p sa pente, on a 

P = tg e. 
Or, si l'on considère le triangle rectangle ABb, on a 

P = '^^ = Tb' 
En projetant un autre point G de la droite en c et en menant Gy' 
parallèle à aby le triangle rectangle GyB donne de même 

. . By B6 — Gc 

Si Ton remarque que Bb — Ce est la différence entre les cotes des 
points B et C et que bc est la distance des projections de ces points, 
on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — La pente d'une droite est égale à la valeur absolue du 
rapport de la différence des cotes de deuj} points quelconques de la 
droite à la distance des projections horizontales de ces deux mêmes points. 

Remarque. — La pente, étant le rapport de deux longueurs ou la 
tangente trigonométrique d'un angle, est un nombre. 

Même lorsque la pente est un nombre entier, comme a par exemple, 
pour rappeler cette forme du rapport, on lui donne souvent la 

2 

forme fractionnaire, en l'écrivant — . 

I 
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Cas partiouLiers. — i«> Si la droite est horizontale, Tangle est 
nul ; donc la pente d'une horizontale est nulle. 

ao Si la droite est verticale, la pente n'est plus définie. Mais si l'on 
suppose que la droite varie progressivement jusqu'à devenir verti- 
cale, Fangle 6 se rapproche d'un angle^droit et la pente, c'est-à-dire 
tg 8, croît indéfiniment. C'est pourquoi l'on dit qu'une verticale a 
une pente infinie. 

22. Intervalle d'une droite. — • On appelle intervalle ou modale 
d'une droite, le nombre qui mesure la distance des projections horizon- 
taies de deux points dont les cotes diffèrent d'une unité. 

Cette dislance se mesure avec la même unité que celle qui sert à 
mesurer les cotes, c'est-à-dire avec l'unité de l'échelle graphique. 

Le mot intervalle, par une confusion courante, désigne non seule- 
ment le nombre qui mesure la distance des projections de deux 
points dont les cotes diffèrent d'une unité, mais encore cette distance 
elle-même. 

Théorème. — La pente et Vintervalle d'une droite sont deux nombres 
inverses Vun de Vautre. 

En effet, on a vu (ai) qu'en prenant sur une droite deux points 

quelconques B et C projetés en 6 et c (fig. a5) la pente p delà droite 

est donnée par la formule 

Bv 

Si Ton suppose que les cotes de B et C diffèrent d'une unité, 

By = 1, on a p = -j--- Or, le nombre qui mesure bc est par 

oc 

définition l'intervalle de la droite. Donc, si l'on désigne cet inter- 
valle par i, on a bien p =z -r- 

Corollaire. — L'intervalle d'une droite est égal à la cotangente de 
l'angle formé par cette droite avec le plan horizontal de comparaison. 

En effet, si 6 désigne l'angle d'une droite avec le plan horizontal, 
on sait (ai) que la pente p de cette droite est 

p z=z tg.6. 

L'intervalle i de la droite étant l'inverse de la pente, ainsi qu'on vient 
de le démontrer (aa, Théor.), on a donc 

(a) i= ïp- = cotgÔ. 
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Remarque. — Si Ton se reporte à la fig. a 5 où Ton suppose que 
les cotes des points B et G diffèrent d'une unité, on voit que dans le 
triangle rectangle B^G : 

I* Le côté de l'angle droit B^ vaut une unité ; 

3" Le côté Gy (égal à bc) est égal à l'intervalle i de la droite AB ; 

3«> BCr = 6 est Tangle de la droite avec le plan horizontal de com- 
paraison. 

Gonnalssant deux de ces éléments, on pourra donc construire le 
triangle, et par suite on pourra aisément construire 6 connaissant i, 
et réciproquement. 

23. Pentes et intervalles remarquables. — Si l'on donne à 6 
les valeurs remarquables : 45", So", 60'», on obtient par la trigonomé- 
trie les valeurs remarquables de p et de i : 



lO 


6=. 45° 


p =tg45° = -^ 


P 


20 


— 3oo 


p=tg3oo= J. 


i = — = v'a 
P 


30 


e = 60° 


p = tg 600 = i^ 


I I 

•-p-s/3- 



Si 6 = o, la droite est horizontale, sa pente est nulle et son inter- 
valle est infini . 

Si 6 = go", la droite est verticale, sa pente est infinie et son inter- 
valle nul. 

Mais, dans la pratique, on ne parle jamais de la pente ou de l'inter- 
valle des horizontales et des verticales. 

Dans toutes les questions concernant la droite et où interviennent 
l'intervalle ou la pente, on devra donc supposer a priori que la droite 
n'est ni horizontale ni verticale. 

24. Problème. — Trouver Vintervalle d'une droite définie par les 
projections cotées de deux de ses points. 

Il suffit, comme il a été déjà indiqué (ao), de déterminer les projec- 
tions de deux points de la droite dont les cotes diffèrent d'une unité. 

Remarque. — La distance constante qui sépare les projections de 
deux points de cotes rondes consécutifs sur une droite graduée mesure 
évidemment l'intervalle de la droite. Il résulte de là que, lorsqu'on 
connaît la projection d'un point de cote ronde d'une droite, Tinter- 
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valle de cette droite et le sens dans lequel les cotes croissent, on peut 
immédiatement construire l'échelle de la droite. 

L'emploi de l'échelle d'une droite est très commode dans les épures. 
On peut en effet avoîl* immédiatement la cote approximative d'un 
point d'une droite graduée, connaissant sa projection, et, inverse- 
ment, figurer la projection d'un point 
t^^ de cette droite connaissant sa cote. 
(Z,7^l>c^\ Ainsi, le point m de la droite ab (fig. 

a 6) étant à peu près aux trois quarts 
entre la projection du point de cote a 
et celle du point de cote 3, est la projec-. 
Fig. 26. tion d'un point de l'espace ayant envi- 

ron pour cote 2,75. 



CL 



m 



Distance de deux points. 

25. Problème. — Deux points étant donnés par leurs projections co- 
tées, trouver la distance qui les sépare dans l'espace. 

Premier cas. — Si les deux points a(5), 6(5) (fig. 27, I) ont des 



ai2) .6(5) 



a{$\ 



d{b) 







I 

Échelle 
II 



Fis. 27 



cotes égales f c* est-à-dire 
si la droite qui les joint 
est horizontale, la dis- 
tance ab de leurs pro- 
jections est égale à la 
distance AB de l'espace 
(5, Rem. 111). 



Deuxième cas. — Si les deux points sont sur une même verticale, 
c'est-à-dire si leurs projections sont confondues, leur distance est 
manifestement égale à la différence de leurs cotes. 

Par exemple, les points a (2), 6(5) {fig. 27, II) ont pour dislance 
5 — 2 = 3 unités de l'échelle. 

Troisième cas. — Les deux points 0(2), 6(7) {fig. 28) ne sont 
ni sur une même horizontale, ni sur une même verticale. 

1° Méthode graphique. — On obtient alors la distance des deuxpoints 
en rabattant sur le plan de comparaison le plan vertical projetant la 
droite. 
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En effet, ce rabattement, déjà effectué (i8), amène le segment AB de 
l'espace en vraie grandeur en a'b' ifig, a8) dans le plan de comparai- 
son, a'h' est la distance cherchée. 




U-L. 



■ ' ' ' 



12 3 4 5 6 
Échelle 

Pig. 08 




Fig. 39 



a«> Méthode numérique. — Si Ton considère dans l'espace le plan 
vertical projetant la droite AB {fi^, ag), et dans ce plan le triangle 
rectangle ABy obtenu en menant par A la parallèle à ah, on a la 
relation 

ÂB^ = Ây' H- By^ 
ou ^« = (B5 — Aa)2-4- 55^ 

Par suite, si Ton désigne par 8 la distance ah des projections hori- 
zontales des deux points, par h la différence B6 — ka de leurs 
cotes, la distance d de ces deux points est fournie par la relation 

d= s/h^ 4- S^ 
Remarque. — Si l'on connaît la valeur numérique p de la pente de 
la droite AB» on a, d'après le théorème du n» ai, 

p = -g- ou /l = pô, 

d'où la formule 

d = v^p262-h 6=* = Vï"+yS 
qui donne d en fonction de p et ô. 

26. Problème inverse. — Une droite étant définie dans une épure, 
déterminer les points de la droite qui sont dans Vespace à une distance 
donnée d'un point donné de la droite. 

!• Méthode graphique. — On utilise encore le rabattement du plan 
vertical projetant la droite, de façon à mettre en évidence sur Tépure 
la vraie grandeur de la distance de deux points de la droite. 

Ainsi, soit à chercher les points de la droite a (a) b (5) (fig. 3o) situés 
à a unités de distance du point A. Dans le rabattement du plan 
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vertical projetant la droite, A et B viennent en a! et h' sur des per- 
pendiculaires à ah, aux distances ad •=. a, 
55' = 5. On porte alors de part et d'autre de 
a'» sur (£h\ les longueurs aV et o'd' égales à 
a unités de Téchelle : c' et d' sont les rabat- 
tements des points cherchés, leurs projections 
sont c et (I et leurs cotes respectives cd et 
M (règle du rabattement, 17). 

a<* Méthode numérique. — On peut aussi 
utiliser la relation précédemment établie (a 5) : 

d= 8/1+ p2. 
Dans le problème proposé, oA connaît d 
et il est aisé de calculer la pente p de la droite, en cherchant d'abord 
l'intervalle aa, (Théor.). On en déduit 

En portant la longueur ainsi obtenue de part et d*autre de a' 
sur la projection de la droite donnée, on a les projections des points 
cherchés . 

Remarque. — Si la droite sur laquelle on doit porter la distance 
donnée est horizontale ou verticale, le problème se résout immédia- 
tement (a5, i^r et ao Cas). 



2 3 4 

Échelle 
Fig. 80 




27. Remarque très importante. — Nous insisterons encore sur 

l'importance du rabattement du 
plan vertical projetant une droite 
a(a) 5(5) {fig. 3i) en rappelant que 
dans les problèmes traités dans les 
pages précédentes, ce rabattement a 
permis de mettre en évidence : 

!<* Les cotes des points de la droite : 
la cote du point projeté en m est la 
longueur mm! ; 
a* La vraie grandeur des segments 
de la droite : la distance des points A et M dans l'espace est égale 
à la longueur a'm' ; 

3° L'angle 6 de la droite avec le plan horizontal, qui se trouve 
rabattu en a' ta. 



a{2) m 



4 6 
Échelle 



8 



10 



Fig. 31 
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Droites concourantes. 

28. Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que 
deux droites définies sur une épure soient concourantes dans l'espace est 
que les points communs à leurs projections aient la même cote sur les 
deux droites. 

1^ La condition est nécessaire. — Soient AB et CD deux droites de 

l'espace dont on connaît les projec- 
tions cotées ab et cd {fig. Sa). Si ces 
droites se coupent en un point M, 
la projection de ce point est néces- 
sairement le point m, où se rencon- 
trent les projections des deux droites, 
et ce point m, considéré comme 
appartenant à Tune ou l'autre des 
droites, doit être affecté de la même 
cote, celle du point M. 

a» La condition est suffisante, — 
En effet, si par l'un ou l'autre des procédés indiqués au n» i8 on 
a déterminé les cotes des points de 
chacune des droites projetés en m 
et si Ton a trouvé que ces cotes sont 
égales, les droites AB et CD sont 
concourantes, car sur la verticale du 
point m il n'existe qu'un seul point 
ayant une cote donnée. 

Remarque 1. — Lorsque les pro- 
jections horizontales des droites 

données a(4) b{g)ei c(5) d{8) ne se coupent pas dans les limites de l'épure 
(fig. 33), on trace les droites ad et bc qui se rencontrent dans les limi- 
tes de l'épure et qui soiit les projections cotées de deux droites AD 
et BG, s'appuyant sur les droites données. Si les droites AB et CD 
sont concourantes, elles définissent un plan qui contient AD et BG ; 
par suite ces dernières droites sont également concourantes. 

Le même raisonnement montre que, réciproquement, si AD et BG 



Fig. 32 




Fig. 33 
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sont concourantes, il en est de même des droites AB et CD, pourvu 

que leurs projections ne soient pas parallèles. 
Pour reconnaître si les droites données sont concourantes, on est 

donc ramené à vérifier que les droites a(4) d{S) et 6(9) c{5) le sont, 

et cette vérification se fait 
comme nous l'avons montré 
plus haut. 

Remarque II. — Lorsqu'on 
connaît sur les droites don- 
nées AB et CD des points de 
même cote, en particulier 
lorsqu'on donne les échelles 
de ces droites {fig, 34), un 
procédé plus rapide consiste à 
tracer les projections mp et nq de deux horizontales s*appuyant sur 
ces droites. Si les droites données sont concourantes, elles détermi- 
nent un plan qui contient ces horizontales ; celles-ci sont donc paral- 
lèles, et il en est de même de leurs projections mp et nq. 

Réciproquement, si mp et nq sont parallèles, comme elles sont les 
projections de deux horizontales s'appuyant sur les droites données, ces 
horizontales sont parallèles et par suite définissent un plan qui contient 

les droites AB et CD; donc 
ces droites sont concourantes. 
En résumé, reconnaître que les 
droites données sont concou- 
rantes revient à reconnaître le 
parallélisme de mp et nq. 

29. Cas particulier. — 
Les droites données ont leurs 
projections confondues. 

Soient deux droites a ;o) 5(a) 
et c(i)d(3) dont les projections ab et cd sont confondues {fig. 35). Ces 
droites sont dans un même plan vertical qui les projette horizonta- 
lement Tune et l'autre ; donc elles sont parallèles ou concourantes. 
Considérons le plan vertical qui contient les deux droites, et 
rahattons-le sur le plan de comparaison. On obtient les rabattements 
des droites données en a'b' et c'd' en appliquant la règle connue du 
rabattement (17). 




Fig. 35 
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Suivant que les droites données sont parallèles ou se coupent, 
leurs rabattements sont également des droites parallèles ou concou- 
rantes; dans ce dernier cas le point m' où se rencontrent leurs rabat- 
tements est le rabattement de leur point d^intersection ; la projec- 
tion horizontale m de ce point s'obtient en menant la perpendicu- 
laire m' m à a&, et sa cote en mesurant le segment m! m à Téchelle du 
dessin. 



§V1. 
DroUes parallèles. 

30, Premier cas particulier. — Pour que deux horizontales 

soient parallèles, il faut et il suffit que leurs projections soient paral- 
lèles. 

I® La condition est nécessaire. — En effet, une horizontale étant paral- 
lèle à sa projection horizontale (5, III), si deux horizontales sont parai- 
lèles, leurs projections le sont aussi. 

a° La condition est suffisante. — En effet, soient {flg. 36) les horizon- 
tales m(2) n(3), p(3)g(3), dont les projections 
^^^^ ^(2) sont parallèles. Les droites de l'espace MN, PQ 

parallèles respectivement à leurs projections 
"Tj^i 1(3) mn, pq (5, III) sont alors parallèles entre elles. 

Fig. 36 Deuxième cas particulier. — Deux verti- 

cales sont toujours parallèles, comme étant per- 
pendiculaires l'une et l'autre au plan de comparaison. 

31. Cas général. — Théorème. — Pour que deux droites soient 
parallèles, il faut et il suffit que leurs projections horizontales soient 
parallèles, que leurs intervalles soient égaux et que leurs cotes croissent 
dans le même sens. 

1° Les conditions sont nécessaires. — En effet, nous avons vu (6) que 
deux droites parallèles se projettent sur un même plan suivant des 
droites parallèles ; en particulier, leurs projections sur un plan hori- 
zontal sont parallèles. 

De plus, deux droites parallèles AB, CD {fig. 8) font le même 
angle avec le plan horizontal, car les angles aigus BAA' et DGC 
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Fig. 37 



ont leurs côlés parallèles et par suite sont égaux. Les droites AB, 

CD ont donc la même pente, et par suite lo même intervalle. 
Enûn, deux droites parallèles AB et CD {fig, 87) étant situées dans 

un même plan, les droites MP 
' et NQ, par exemple, qui 
joignent respectivement les 
points de cotes a et 3 sur ces 
droites sont des horizontales 
de leur plan ; ces horizontales 
sont donc parallèles dans l'es- 
pace, et il en est de même de 
leurs projections horizontales 

mp et nq. Or, il ne peut en être ainsi que si les cotes croissent dans 

le même sens sur les droites. 

a» Les conditions sont suffisantes. — En effet, si les droites AB et CD 
ont leurs projections parallèles, leurs intervalles égaux, et leurs gra- 
duations de même sens, la figuré mnqp obtenue en joignant les points 
de cote a sur les deux échelles, puis les points de cote 3, est un paral- 
lélogramme ; il en résulte que les horizontales MP et NQ sont paral- 
lèles entre elles, d'après le premier cas particulier considéré (3o). Ces 
horizontales MP et NQ déterminent donc un plan R, qui contient les 
droites AB et CD ; en outre, les projections de ces droites étant paral- 
lèles par hypothèse, les plans qui les projettent horizontalement sont 
parallèles, et les droites AB et CD sont parallèles entre elles^ comme 
intersections de deux plans parallèles par le plan B. 



32. Problème. — Mener par un point donné une parallèle à une 
droite donnée. 

i^ Soit à mener par le point m(4) la parallèle à la droite a{S) &(5) 



w(4) 



«(6) 



a{b) 



à(5) 



»(3) 



m 



mmi 



P(ib) 



II 



Fig. 38 



{flg. 38, 1). La .projection de la droite cherchée est d'abord la parallèle 
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mn menée par m k ab\ sur cette parallèle portons une longueur 
mn = ab dans le même sens que ab ; comme la différence des cotes 
des points A et B est 5 — 3 =a, si Ton affecte le point n de la cote 
4 H- a = 6, la droite m(4) n[6) est la droite cherchée, car son inter- 
valle est égal à celui de la droite donnée, 

a" Si la droite donnée a(5) 5(5) est une horizontale (fig. 38, II), il 
suffit de mener par le point donné m la parallèle à ab et de marquer 
sur cette parallèle un deuxième point p coté i5. 



EXERCICES 



1. Reconnaître si un point est au-dessus ou au-dessous d'une droite 
donnée dont la projection passe par la projection du point. 

2. Construire l'échelle d'une droite passant par un point donné, 
connaissant sa projection et sachant qu'elle rencontre une droite 
donnée. 

3. Mener par un point une droite de pente donnée s'appuyant sur 
une horizontale donnée. Discuter. 

4. Mener par un point une droite de pente donnée dont la trace 
horizontale soit à une distance donnée d'un point donné du plan 
horizontal. Discuter. 

5: Mener par un point une droite de pente donnée sachant que 
les distances de sa trace horizontale à deux points donnés du plan 
horizontal sont dans un rapport donné. 

6. Mener par un point deux droites de pentes données sachant que 
le serment qui joint leurs traces horizontales est divisé en deux par- 
lies égales par un point donné. Discuter. 

7. Mener par deux points donnés deux droites parallèles, sachant 
que les horizontales s'appuyant sur ces droites ont une direction 
donnée. 

8. Mener par deux points donnés ayant même cote, deux droites 
parallèles, sachant que leurs traces horizontales sont respectivement: 

1° sur deux droites données 1 

a» sur une droite et un cercle donnés ***"^ ^^ Pj^îV^* '=*»'"?«- 

" i raison. 

3° sur deux cercles donnés i 
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9. Mener une parallèle à une droite donnée rencontrant une hori- 
zontale et une droite données. 

10. Graduer une droite définie par sa projection, la cole d*un de ses 
points et son angle avec le plan horizontal. 

il. On donne deux points A et B de même cote et une droite D 
graduée. Trouver les points M de D tels que : 

1^ les deux droites MA, MB aient des pentes égales ; 

2» les deux droites MA, MB aient des pentes dans un rapport 
donné. 



CHAPITRE II 



LE PLAN 



§ I. 

Détermination et représentation du plan. 

33. En géométrie, un pUn est déterminé : 
i® Par deux droites qui se coupent ; 

a' Par deux droites parallèles ; 

3" Par une droite et un point extérieur à cette droite ; 
4* Par trois points non en ligne droite. 

En réalité ces diverses déterminations ne sont pas distinctes et se 
ramènent facilement l'une à l'autre. Ainsi, dans le deuxième cas, en 
joignant un point quelconque de Tune des deux droites parallèles à 
un point quelconque de l'autre ; dans le troisième cas, en joignant le 
point donné à un point quelconque de la droite donnée ; dans le qua- 
trième cas, en joignant deux des trois points donnés au troisième, le 
plan sera déterminé par deux droites qui se coupent. 
Il est dès lors évident qu'en géométrie descriptive un plan pourra tou- 
jours être représenté par les projections de 
deux droites concourantes. 

Ainsi {fig. Sg), les deux droites concou- 
^rantes a(5) 6(2), a(5) c(i), qui satisfont à 
la condition énoncée dans le théorème du 
Fig. 39 n» 28, définissent un plan. 

34. Plans horizontaux et verticaux. — Vn plan horizontal est nn 
plan parallèle au plan de comparaison. Tous les points d'un tel plan 
ayant évidemment la même cote, un plan horizontal est défini, soit 
lorsqu'on se donne sa cote, soit lorsqu'on connaît la projection cotée 
d*un seul de ses points. 
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Un plan vertical est, comme nous l'avons déjà vu (i6), un plan per- 
pendiculaire au pian de comparaison. Il en résulte que tous les plans 
verticaux sont perpendiculaires à tous les plans horizontaux. 

Par un point passe une infinité de plans verticaux qui contien- 
nent la verticale du point et dont les traces sur le plan de compa- 
^ raison passent par la projection du point. 

Un plan vertical est défini si Ton se donne sur 
répure la droite ab (fig, 4o) suivant laquelle il 
coupe le plan de comparaison. On désigne ce plan 
Fig. 40 en disant : le plan vertical ah. 



35. Horizontales d'un plan. — Dôfinitioa.— Les korizorUdles d'm 
plan P sont les droites de ce plan qui sont parallèles au plan hori- 
xontal. 

Les propriétés principales de ces droites sont les suivantes : 

m 

1° Ce sont les droites d'interseclion du plan P avec les plans hori- 
«onlaux ; 

2" Elles sont parallèles entre elles, comme intersections de plans 
parallèles et du plan P. 

S« Une horizontale d'un plan est définie par sa Cote ; 

4® La trace AB du plan P {fig. 4i) 
sur le plan de comparaison, appelée 
trace horizontale de P, est l'horizontale 
de cote zéro du plan ; 

5** Les horizontales d'un plan P, 
parallèles dans l'espace (2°). sont paral- 
lèles en projection (6). 

Fig. 41 

Remarque. -^ Si le plan P n'est pas 
horizontal, la direction de ses horizontales est définie et unique. 

Si le plan P est horizontal, c'est-à-dire parallèle au plan de compa- 
raison (34), toute droite de ce plan est horizontale ; la direction de 
ses horizontales est indéterminée et les énoncés précédents ne s'appli- 
quent plus. 




36. Problème. — Construire dans un plan défini par deux droites 
concourantes, une horizontale de cote donnée. 
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MÉTHODE. — Il suffit de chercher sur les deux droites qui définis- 
sent le plan, les deux points qui ont la cote donnée, en appliquant 
la construction indiquée au n» 19 ou en utilisant la graduation, lors- 
que c'est possible. 

Exemple. — - Soit à déterminer Thorizonlale de cote 3 du plan 

aMb{2)c{i){fig. lia). 

Graduons les droites a(4) b(2) et 
a(4)c(i) en divisant ab et ac res- 
pectivement en a et 3 parties 
égales. En joignant les projec- 
tions d et e des points de cote 3 
de ces droites, nous aurons l'ho- 
rizontale cherchée d(3) e(3) . 

Remarque I. — Toutes les 

horizontales d'un plan étant 

parallèles (35, 5<>}, quand on en 

.connaît une, pour en avoir une seconde, il suffit d'en déterminer 

un seul point. 

Ainsi : 

1° L'horizontale de cote 4 du plan a(4) b{2) c(i) {fig. 42) est la droite 
a(4)yi4) dont la projection est la parallèle a/ menée par a à la projec- 
tion de de l'horizontale de cote 3 déjà connue ; 

a<> La trace horizontale du même plan est la parallèle g{o)h(o) à 
d{3) e(3), menée par le point ^(o) de la droite a{^)g{o). 

Remarque II. — Le problème qui vient d'être traité peut encore 
s'énoncer de la manière suivante : 

Trouver l'intersection d'un plan défini par deux droites concourantes 
et d'un plan horizontal de cote donnée, 

37. Lignes de plus grande pente d'un plan. — Oéffinltion.— On 

appelle lignes de plus grande pente d'un plan P, les droites MN,M'N' de 
ce plan qui sont perpendiculaires aux horizontales du plan (fig, 43). 

Ces droites jouissent des propriétés suivantes : 

lO Par tout point du plan passe une ligne de plus grande pente et une, 
seule; 

2° Les lignes de plus grande pente d'un plan sont parallèles entre 
elles dans l'espace. Par suite {Q) leurs projections sont également paral- 
lèles ; 
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3° De toutes les droites d'un plan, les lignes de plus grande pente sont 
celles qui font avec le plan horizontal le plus grand angle (voir Grévy, 
Géométrie dans l'espace, 4o5) et par conséquent ont la' plus grande 
pente ; d'où leur dénomination ; 

4* L'angle droit formé 
dans Vespace par une 
horizonlale el une ligne 
de plus grande pente, 
ayant un côté horizontal, 
se projette suivant un 
angle droit {voir Grévy, 
Géométrie dans l'espace, 
4o3), d'où le théorème 
suivant : 

Théorème. — Sur 

une épure, les projections 
des lignes de plus grande 
pente a'unplan sont per- 
pendiculaires à celles des 
^^R- ^3 horizontales de ce plan. 

Remarque I. — Les propriétés précédentes ne s'appliquent que si 
le plan n'est pas horizontal. 

Dans un plan horizontal, toutes les droites sont horizontales, leur 
pente est nulle, il n'y a donc pas de pente maximum, ou, si Ton veut 
encore, toutes les droites du plan sont des lignes de plus grande pente. 

Remarque II. — Dans un plan vertical, les lignes de plus grande 
pente sont des verticales ; par suite leur projection se réduit à un 
point et les propriétés 2° et 4" disparaissent. 

38. Problème. — Dans un plan défini sur une épure, tracer la ligne 
de plus grande pente passant par un point donné. 

Méthode. — On commence par déterminer la direction des hori- 
zontales du plan (36). Puis, par la projection du point donné, on 
mène la perpendiculaire à cette direction ; c'est la projection de la 
droite cherchée (37, 4*}» qu'il ne reste plus qu'à graduer. 

Exemple. — Soit à trouver dans le plan a(4)6(i)c(2) la ligne de 
plus grande pente passant par le point a{4) {fig- 44). 

Ghollbt et Minbub, I. 3 
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En prolongeant ac d'ane longueur égale k sa moitié, on obtient le 

point d{i) de la droite 0(4) c(9). £n 
joignant les points b et d, qïi a alors 
r horizontale b{i)d(i). En menant 
ensuite par a la perpendiculaire af 
à bd, on obtient la ligne de plus 
grande pente a(4)/vi). 

Si Ton voulait avoir maintenant 
la ligne de pente du point g{2), 
pris sur Thorizontale de cote 2 du 

plan, il suffirait de mener la parallèle gh à af (35, a*) : la droite 

« 

de mandée ' serai t ^ ( a ) /i( I ) . 




Fig. 44 



39. Représenlatloa d'un plan par une ligne de plus grande 
pente. Théorème. — Une ligne de plus grande pente d'an plan suffit 
à détermiier complètement ce plan. 

En effet, si un plan admet comme ligne de pente la droite 
a(6) b{i) {fig, 45), on obtient, par exemple, l'horizontale de cote o du 

plan en menant par a la per- 
pendiculaire k ab (87, Tliéor.); 
le plan est alors déûni par les 
deux droites concourantes a(o) 6(1) 
et a(o)c(o). 



3.. 
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a(0) 



C{Q) 



Fig-. 45 



Fig. 46 



^^'^ ^ Coaséquemee. — En géomé- 

trie cotée, on définit souvent et 
on représente un plan sur une 
épure en se donnant une de ses 
lignes de plus grande pente. 
Pour indiquer que la droite donnée est une ligne de plus grande 
X>ente d'un plan, on représente sa projection au moyen de deux traits 
parallèles et très rapproché» {fig. 4^). 

Ce mode de représentation doit son importance à sa simplicité et 
surtout à ce fait qu'il donne une détermination Immédiate des hori- 
zontales du plan, qui sont d'un usage constant dans la plupart des 
problèmes relatifs au plan. 



40. Définitions — Une ligne de plus grande pente d'un plan, 
lorsqu'elle est graduée, se nomme une échelle de pente du plan. 
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Fente, interralle ou module d*itn plan . — La penie d'un plan 
est la pente d'une quelconque de ses lignes de plus grande pente. 

L* intervalle ou le module d'un plan est l'intervalle d'une ligne de 
plus grande pente de ce plan ; l'intervalle d'un plan est donc la dis- 
tance des projections de deux points de cotes rondes consécutifi sur 
son échelle de pente. 

De ces définitions, il résulte que la pente et l'intervalle d'un plan 
sont dQux nombres inverses l'un de Tautre (aa, Tbéor.}. 



§11. 

Problèmes fondamentaux sur le plan. 

41. Problème. — Déterminer la cote d'un point d'un plan^ connais- 
sant sa projection. 

Premier exemple . — Supposons le plan P défini par une échelle 
de pente (fig. 47). Cherchons la cote du point M de ce plan projeté en 
m. L'horizontale du plan passant par le point M se projette suivant 
la perpendicniaire mn abaissée du point m sur l'échelle de pente ; 
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Fig, 47 



Fig. 48 



cette horizontale rencontre la ligne de plus grande pente qui définit 
le plan P en un point projeté en n. En déterminant la cote de ce point 
sur la ligne de plus grande pente (18), on a la cote du point M. Dan» 
notre figure, la cote cherchée est approximativement 2,6. 

Deuxième exemple. — Supposons le plan P défini par deux droi- 
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tes concourantes a(4) 6(3) c(a) {Jîg. 4S; el proposons-nous de détermi- 
ner encore la cote du point M de ce pian projeté en m. 

On remarque que bm, par exemple, est la projection de la droite 
BM du plan joignant le point M au point B de la droite a(4) 5(3). 
Cette droite rencontre a(4) c{2) au point D projeté en d, et dont on 
détermine la cote, comme nous l'avons indiqué au n» i8 ; dans notre 
épure, la cote de D estapproximativement i, 5. On détermine ensuite 
par le même procédé la cote du point M sur la droite 6(3)d(i,5). 

On peut encore déterminer au préalable la direction ce des hori- 
zontales du plan, en joignant par exemple les points de cote a sur les 
droites a(4) c{a) et a(4) &(3) ; riioiîzontale du plan passant par M est 
alors projetée suivant la parallèle m/ menée par m à la droite ce. On 
obtient la cote de cette horizontale en déterminant (i8) celle du 
point / où elle rencontre a(4)6(3) (approximativement a, 6) : celte 
cote est celle du point M. 

Remarque. — Le problème qu'on vient de résoudre peut s'énon- 
cer : Déterminer le point d*iniersection d'an plan avec la vsrticale dont 
la trace horizontale est m (Jlg. 47 et 48). 
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42. Problème. — Reconnaître la position d'un point de Vespace par 
rapport à un plan donné. 

Soit par exemple à reconnaître si le point m(a,8) est au-dessus ou 

au-dessous du plan P défini par une échelle de 
pente {Jig. 49). ou encore s'il appartient à ce plan. 
Pour cela, on cherche, comme nous l'avons indi- 
qué (4i), la cote du point du plan dont la 
projection est m. 

Si cette cote est égale à celle du point donné 
M, ce point est dans le plan : si elle est inférieure 
à celle du point M, ce point est au-dessus du 
plan ; si elle lui est supérieure, le point M est 
au-dessous du plan. 

Dans la figure 49» on voit, sans qu'il soit néces- 
saire de faire de construction, que le point m(a,8) 
est au-dessous du plan, et que le point/i(3,4) est au dessus. 



ni3A) 



FiR. 49 



43. Problème. — Déterminer une droite d'an plan connaissant sa 
projection . 
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Premier exemple. -* Soit, par exemple, à déterminer la droite 

AB du plan P {fig, 5o), défini par 
une échoie de pente, connaissant 
la projection ab de cette droite. La 
droite A.B rencontre toutes les hori- 
zontales du plan P ; par suite, si on 
trace les projections des horizontales 
de cotes rondes de ce plan, elles ren- 
contrent ab en des points qui sont 
les projections des points de la 
droite AB ayant les mêmes cotes que 
xes horizontales. On a donc immé- 
diatement l'échelle de la droite AB. 
Si la droite ab était perpendicu- 
Fig. 50 laire à l'échelle de pente du plan, 

elle serait la projection d'une hori- 
zontale du plan, et on pourrait avoir immédiatement sa cote (4i). 

Deuxième exemple. — Un plan étant défini par les deux droites 
^concourantes a(4) b{6) et a(4) 0(2) 
(fig, 5i), soit à déterminer la droite 
de ce plan projetée suivant mn. 

On peut résoudre la question en 
déterminant, comme au n° 18, les 
cotes des points D et F où la 
droite rencontre respectivement les 
droites a(4) 6(6) et a(4) 0(2). 

Si l'on veut voir la graduation de 
la droite, il suffit de déterminer les 
points où mn rencontre successive- 
ment les horizon taies de cotes rondes 
du plan. 

Remarque, —r Le problème que 
nous venons de traiter peut encore s'énoncer : Déterminer la droite 
<V intersection d'un plan quelconque avec le plan vertical dont ta trace 
horizontale est mn. 




rf(0.8) 



Vi. Problème. — Reconnaître si une droite donnée est dans un plan 
donné. 
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Pour qa'ane droite AB appartienne à un plan P, il Haut et il suffit 
que cette draile rencontre deux droites quelconques du plan P. 

Par suite, si la droite est donnée par sa projection cotée, le plan 
par deux droites, il suffira de vérifier que la droite donnée rencontre 
les deux droites du plan (s8). 

^ le ^an est défini par une échelle de pente, on vérifiera qu'elle 
rencontre deux horizontales ; pour cela, on cherchera si les points de 
ia drmie projetés aux points où sa projection renamtre les projections 
•des horizontales choisies ont les mémos cotes que ces horizontales. 

45. Problème. — Mener dam un plan, par un point de ce plan, une 
droite de pente donnée. 

ScHt à mener dans le plan Q, défini par une échelle de pente, une 

droite de pente p passant par le point 
m(5) du plan {fig. 62). Supposons le 
problème résolu et soit mn la projection 

c /» v-^ rci 1 de la droite (Perchée, sur laquelle nous 

prenons le point N dont la cote est 4f 
inférieure d'une unité à celle du point 

^^ >-»C— — ^^75 -j^ donné; cette droite sera complètement 

déterminée si l'on connaît la projection 
n du point N. Or, un premier Heu du 
point n est la projection horizontale gk 
de rhorizonlale de cote 4 du plan 
donné, que l'échelle de pente du plan 
Fig. 52 permet de tracer immédiatement ; de 

plus le segment mn est égal à l'intervalle 

< = -i de la droite cherchée, de sorte que la circonférence de cen- 
P 

tre w et de rayon — est un deuxième lieu du point n. Cette cir- 

p 
conférence rencontre généralement la droite gk en deux points n et 

r, et les droites m(5) /i(4), m(5) r(4) répondent à la question. 

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit' 
quela droite gif rencontrela circonférence, c'est-à-dire que gh ^mn. 
En désignant par I et P llntervatte et |a pente do plan donné 

(l^ JLV comme I = gh, cette condition s'écrit encore I ^ i 

ou ^;r *^ — » ou enfin P^p. 
P p 



« 
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Ainsi la pente du plan doit être Biipérieure ou égftle à la pente 
donnée de la droite cherchée; cette condition était évidente a priori, 
-car les lignes de pins grande pente d'un plan sont parmi toutes les 
droites du plan celles qui ont la pente maxima. 
£q résumé, si P >p» Le problème admet a solntioiw ; 

ai P ;=r /i, — admet ime solation unique, et la 

•droite demandée est la Mgne de phn grande pente du plan passant 
par le point doaojié; 

si P </>, le problème n*a pas de solution. 

Remarque I. — Dans la pratique, la pente donnée p est générale- 
ment exprimée par une fraction, et il peut être compliqué de cons- 
truire le rayon — . On procède alors d'une façon un peu diffé- 
rente. Soit, par exemple, à mener parle point m(5,5) du plan Q une 



draiite de ce plan ayant pour pente 

5 
cette droite étant par conséijcieiit •^. 
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— {fig. 53), l'intervalle de 



Au lieu de chercher un des 



deux points de la droite 
dont la cote diffère 
d'une unité de celle du 
point donné, on cher- 
che un point do ii t la cote 
en diffère de 3 unités, 
en inoin« par exemple. 
Un premier lieu de la 
projection n de ce poin t 
est la projection gk de 
rhorizontale du plan 
décote 5,5 — 3 = 2,5; 
un deuxième lieu est la 
circonférence décentre 
m et de rayon égal à 
3 fois l'intervalle de la 
droite cherchée, c'est- 



à-dire à 



2 3 4 
ÉOielle 

Fîg. 53 

unités de l'échefle du dessin. La solution s'achè^ ensuite comme 
plus haut. 



8X^ = 5 



40 



GÉOMÉTRIE COTÉE 



D*une manière générale, on aura un deuxième point n de la pro- 
jeclion de la droite cherchée à l'intersection de la projection de l'ho- 
rizontal du plan dont la cote diffère, en plus ou en moins, de celle du 
point donné du nombre d'unités égal au numérateur de la pente 
donnée (ou d'un multiple du numérateur), avec la circonférence de 
centre m et dont le rayon, mesuré à l'échelle du dessin, égale le 
dénominateur de cette pente (ou un équimultiple du dénominateur). 

On évite ainsi de tracer des circonférences de rayon trop petit, qui 
entraîneraient des erreurs graphiques sensibles. 

Remarque IL — Le problème précédent peut aussi être énoncé de 

la façon suivante: Mener dans un. plan, par 
vn point de ce plan, une droite faisant un 
angle donné « avec le plan horizontal. 

En effet, construisons un triangle rec- 
tangle abc dont l'un des angles aigus soit 
égal à l'angle donné a, le côté opposé ac 
étant égal à une unité de l'échelle du dessin 
{fig. 54); on a 

ac I 

ab ab 
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tga = 

Tout revient alors, d'après la définition de la pente d'une droite 
(ai), à construire une droite du plan donné dont la pente est — r-> 

c'est-à-dire dont l'in- 
tervalle est ab ; l'équi- 
valence des deux énon- 
cés est donc évidente. 

46. Problème. — 

Mener par une droite 
donnée un plan de pente 
donnée . 

Soit à mener par la 
droite graduée AB un 
plan de pente donnée 
P l/îgf. 55). On pourrait 
construire immédiate- 
ment l'échelle de pente 
du plan cherché, si on connaissait les projections de deux horizontale» 
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de cotes rondes de ce plan, par exemple celles qui passent par les 
points n(3) et m(4) de la droite donnée. Supposons donc construites 
les projections mh et ng de ces horizontales; leur distance est égale à 
l'intervalle du plan, c'est-à-dire à l'inverse de la pente donnée P. 
Par conséquent ng est tangente à la circonférence de centre m et de 

rayon -^ ; en menant ensuite par m la parallèle mh à la droite ng 

ainsi construite, on en déduit aisément une échelle de pente Q du 
plan cherché. 

Discussion. — Pour que le problème soit possible, il faut que l'on 
puisse mener par le point n une tangente à la circonférence, c'est-à- 
dire que la distance mn soit supérieure ou au moins égale au rayon 

de cette circonférence, mn > — . Or, si on désigne par p et i la 

pente etTintervalle de la droite donnée ( i = — ) 

1 II 

La condition trouvée peut donc s'écrire i^ tt ou — ^ tt» on 

P P P 

enfin P ^ p, condition évidente a priori. 

Comme, par un point exté- 





on a m/i = i. 
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rieur à une circonférence, on 
peut généralement mener 
deux tangentes à cette cir- 
conférence, si P > p. on 
obtient deux plans Q et R 
répondant à la question; si 
P = p, il n'y a qu'un seul 
plan admettant la droite 
donnée comme ligne de plus 
grande pente ; enfin si P < p, 
le problème n'a pas de solu- 
tion. 

Remarque I. — Dans la 
pratique, la pente donnée P 
du plan cherché est générale- 
ment une fraction, et pour 
les raisons déjà exposées à 
propos du problème précé- 
dent, on est obligé, pour éviter des constructions trop complexes, de 
modifier légèrement la solution qu'on vient de lire. 



n 
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il ï mener par la droite AB un plan de pente 



(fig- 56); 



eu de chercher à construire deux horizontales du plan dont les 
diHïrent d'une unllé. on cherche les projections de deux hori- 
des dont les cotes diffèrent de 5 unités, par exemple celles qui 
'jat par les points m(S) et n(3) de la droite donnée; la distance 
projections de ces horizontales est %ale â 5 fois l'intervalle du 



c'est-à-dire à 5x- 



nités de l'échelle du < 



d'où la construction suivante : 

E point m comme centre, avec un rayon égal à 3 uuilés de 

elle du dessin, on décrit une circonférence et par le point n on 

e les tangentes à cette circonférence; ces tangentes sont les pro- 

jns des horizontales de cole 3 des plans répondant à la question, 

)lulion s'achève comme (dus haut. 

:MAnQUB II. — Les constructions sont en défaut lorsque la droite 

lée est horizontale, car on ne peut plus prendre sur cette droite 

>oints de cotes dilTérenles. Ainsi. acÀt à mener par l'horizontale 

nplan de pente -^ {fig. 57) ;ona immédiatement la projection 

d'une deuxième horizontale du 
plan cherché en menant la parallèle 
cd a ab k une distance égale à 5 fois 

l'intervalle -^ du plan cherché, 
c'est-à-dire à une distance égale à 
5 X -r = 3 unités de l'échelle 
du dessin. La cote de cette deuxième 
horizontale diffère de celle de l'hori- 
zontale donnée de 5 unités, elle est 
donc 

soit 8 + 5 = 13. soit 8 — 5 = 3, 
d'où deux plans répondant à la 
question, dont on construit aisément 
les échelles de pente Q et R. 
Rem*iique III.— Le problème pré- 
!nt peut encore s'énoncer de la Caçou suivante : Sientr par ane 
le donnée un pltui /aisml un angle ihnné a avec le plan horizantat. 




■ Fifi. 57 



LE PLAN 43 

En effet, puisque Tangle aigu a d'un plan arec le plan horizontal 
est, par dé&nition, Tangle formé par une de ses lignes de plus grande 
pente avec le plan horizontal, en désignant par P la pente donnée du 
plan cherché, on a P = tg a; on peut construire aisément (45, 
Rem. Il) rintervalle de ce plan, et Téqui valence des deux énoncés 
devient évidente. 



§ m. 

Droites et plaas parallèles. 

47. Théorèuie. — La condition nécessaire et suffisante pour que 
deux plans soient parallèles est que les lignes de plus grande pente des 
deux plans soient parallèles. 

La condition est nécessaire. — En effet, si deux plans sont parallèles, 
les horizontales de ces plans sont parallèles, comme intersections de 
deux plans parallèles par des plans horizontaux, eux-mêmes paral- 
lèles. Si on mène alors un plan perpendiculaire à la direction com- 
mune de leurs horizontales, ce plan coupe les deux premiers suivant 
des lignes de plus grande, pente et ces lignes sont parallèles, comme 
intersections de deux plans parallèles par un trcMsième : donc, leurs 
projections, c'est-à-dire les échelles de pente des plans sont parallèles. 

La condition est suffisante. — En effet, si deux plans ont leurs lignes 
de plus grande pente parallèles, ils ont également leurs horizontales 
parallèles, puisque les projections de ces horizontales, perpendicu- 
laires aux projections parallèles des lignes de plus grande pente 
des deux plans, sont parallèles. Chaque plan peut alors être considéré 
comme défini par deux droites de directions différentes, parallèles à 
deux droites de l'autre plan : les plans sont donc parallèles. 

Remarque. —En rapprochant ce théorème de celui établi au n^'Si.on 
peut dire encore: Pour que deux plans soient parallèleStil faut et il suffit 
que leurs échelles de pente soient parallèles, que leurs intervalles soient 
égaux, et que les cotes croissent dans le même sens sur leséchelles de pente. 

48. Cas particuliers. — I. Deux plans horizontaux quelconques 
îont parallèles. 

11. Pour que deux plans verticaux soient parallèles, il faut et il suffit 
que leurs traces horizontales soient parallèles. 
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1° La condition est nécessaire, car si deux plans verticaux sont paral- 
lèles, leurs traces horizontales sont parallèles comme intersections de 
deux plans parallèles par un troisième. 

2* La condition est suffisante, car si deux plans verticaux ont leurs 
traces horizontales parallèles, ces plans ont deux directions com- 
munes, celle de leurs horizontales et celle des verticales. 



4 ■ 



5 ■ 



4. ■ 



ai3] 



3 

2 



Fig. 58 



49. Pi^oblème. — Mener, par un point donnée 
le plan parallèle à un plan donné. 

Premier exemple — Soit à mener par le point 
a(3) lé plan parallèle au plan P défini par une 
échelle de pente {fig, 58j. On sait a priori (47, 
Rem . ) que l'échelle de pente du plan cherché est 
parallèle à P ; par suite, la projection de l'horizon- 
tale AlB de ce plan passant par le point donné A 
est la droite ab perpendiculaire à P. Il est ensuite 
facile de construire une échelle de pente quel- 
conque Pi du plan demandé : pour cela, il suffit 
de mener par un point 6(3) de Thorizontale AB 
la parallèle à P et de graduer cette parallèle (3a) . 

Deuxième exemple. — Un plan étant défini par deux droites con- 
courantes a(i5) 6(7) et a(i5) 

c(a)(/îgf. 59), soit à construire yoiW V7(i5) 

le plan parallèle passant le 
point 0^1 2). 

On peut effectuer la con- 
struction sans déterminer Té- 
chelle de pente du plan, en 
menant simplement par le 
point 0(12) les parallèles aux 
droites qui définissent le 

plan ; ces deux parallèles, d*après un théorème connu, déterminent 
un plan parallèle au premier . 

Dans répure de la figure 69, on a construit les segments od et 0/ 
respectivement égaux et parallèles à ac et ab (32), on a obtenu ainsi 
les points d{ — i)./i4), qui avec 0(12) définissent le plan cherché. 




/•(4) 




b{n 



Fig: 59 



50. Problème. — Mener par une droite un plan parallèle à une droite 
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donnée, — Soit à mener par la droite a(3) 6(6) supposée graduée le plan 
parallèle à la droite 0(2) d(3) (fig, 60). Par le point a[S) de la première 

droite, menons à la seconde la 
parallèle a(3) e(4) (3a) ; le plan 
a(3) e(4) 6(6) est le plan cherché. 
En construisant les projections ef 
cl gh des horizontales de cotes 4 
et 5 de ce plan« on en déduit aisé- 
ment une échelle de pente P. 

Remarque. — Si les deux droites 
données sont parallèles entre elles, 
tout plan passant par la première est parallèle à la deuxième. 




Fig. 60 



51. Problème. — Mener par un point un plan parallèle à deux droi- 
tes données . 

Soit à mener par le point o[2) le plan parallèle aux deux droites 
a,b)bfi)eic(Z)d{^){fig. 
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61). Par le point o(a) 
menons les parallèles 
o(a) c(3) et 0(2) /(3) 
aux deux droites don- 
nées (3a) et graduons 
ces parallèles ; le plan / 

o(a) e(3)/(3)estteplan 
demandé. En construi- 
^sant les projections ef, 
gh des horizontales de 
cote 3 et 4 de ce plan, on en déduit aisément une échelle de pente P 




F!g. 61 



52. Problèjme. — Mener par deux droites données deux plans 
parallèles entre eux, 

' Il sufût de mener par chacune des deux droites un plan parallèle 
à l'autre i5o). 

EXERCICES 



i. Connaissant les projections des quatre sommets d'un quadri- 
latère plan et les cotes de trois d'entre eux, trouver la cote du qua- 
trième. 
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2. Mener par un point donné une droite de pente donnée rencon- 
trant une autre droite donnée. 

3. Mener par un point donné une droite parallèle à un plan donné» 
connaissant la projection de cette droite. 

4. Mener par un point donné une droite de pente donnée parallèle 
à un plan donné. 

5. Mener par un point un plan de pente donnée parallèle à une 
direction donnée. 

6. Construire Féchelle de pente du plan syniétrique d'un plan 
donné par rapport au plan de comparaison. 

7. Reconnaître si une droite définie par sa projection graduée et 
un plan défini par son échelle de pente sont parallèles. 

8. Déterminer un triangle, connaissant les projections cotées des 
milieux de ses trois côtés. 

9. On donne deux points cotés et une droite graduée. 

I® Mener par la droite des plans équidislants des deux points. 
a° Mener par la droite les plans tels que les distances des deux points 
à ces plans soient dans un rapport donné. 

10. Mener par un point : 

1° les plans équidistants de 3 points donnés. 

2° les plans tels que les distances des 3 points à ces plans soient 
proportionnelles à des nombres donnés, m, n,p. 

il. Mener par 4 points donnés 4 plans parallèles et équidistants. 
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il- 

Intersection de deux plans. 

Si 

53. Cas XMrticiiliera. — i« Déterminer la droite d* intersection d'un 
plan quelconque avec un pian horizontal. 

L'intersection est évidemment Thorizontale du premier plan ayant 
pour cote la cote du plan horizontal donné (36, Rem. II). 

54. 30 Déterminer la droite d'intersection d'an plan quelconque avec 
un plan vertical* 

Ce problème a déjà été 
traité dans le chapitre précé- 
dent (43, Rem.). 

55. Problème général. — 

Déterminer la droite d'inter- 
section de deux plans quelcon^ 
ques. 

Méthode générale , dite 

DES PLANS AUXHilAIRES. — 

Pour définir la droite d'in- 
tersection de deux plans P 
et Q {fig. 6a), il sufût d'en 
déterminer deux points. A cet 
effet: 

i*> On coupe les plans P et Q 
p. ç^ par un troisième plan auxi- 

liaire K; 
2« On cherche les droites d'infersection D et ^ de ^ avec P et Q'r 
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3° Les droites D et L concourent, en général, en un point M qui est 
évidemment un point de la droite d'intersection des plans P et Q. 

En utilisant alors un deuxième plan auxiliaire Ri, on obtient de la 
même manière un deuxième point Mi de cette intersection, qui est 
ainsi complètement délinie. 

56. Choix des plans auxiliaires. — La méthode précédente ramène 
la recherche de l'intersection des plans P et Q à celle des plans (P. R), 
(Q, R),. (P, Ri), (Q, Ri). Elle semble donc, au premier abord, ne pas 
avancer la question ; mais on remarquera que les plans auxiliaires R 
et Ri pouvant être choisis d'une façon arbitraire, on profite de cette 
indétermination pour les choisir soit horizontaux, soit verticaux, de 
façon à être ramené à des problèmes déjà rencontrés (53 et 54). 

Remarque. — Si Ton connaît a priori un point commun aux deux 
plans P et Q, il suffit, pour déterminer complètement Tinterseclion 
d'en trouver un deuxième point, et pour cela, il suffit d'un seul plan 
auxiliaire. 

De même, si l'on sait à l'avance que l'intersection est parallèle 
à une direction connue, on achève de la définir, en en cherchant un 
point par lequel on mène ensuite la parallèle à cette direction. Dans 
ce cas encore, un seul plan auxiliaire suffit, 

57. Exemple I. — Les deux plans P et Q sont définis chacun par 

une échelle de pente (fig, 63). 

^ On emploie généralement 

comme plans auxiliaires des plans 

horizontaux. 

i^ Le plan horizontal de cote 

' a, par exemple, coupe ces plans 

suivant les horizontales projetées 

\ en am et bm, qui se renconlrent 

au point m(2) de Tinlersection 

cherchée. 

2° De même, le plan horizontal 
de cote 5 donne un deuxième 
point n[b} de cette intersection, 
qui est alors la droite m(2) /i(5). 
Les plans horizontaux pris comme plans auxiliaires étant complè- 
tement arbitraires, et Tintcrsection des deux plans étant une droite 




Fig. 63 
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unique, les projections de tous les couples d'horizontales de mêmes 
cHes des deux plans donnés concourent sur la droite mn, projection 
de leur intersection. 



58. Exemple H. — L'an des plans est défini par une échelle de 
pente P, l'autre est défini par deux droites concourantes a(5) 6(2) et 
û(5) c(a) (fig. 64). 

Employons encore des plans auxiliaires horizontaux. 

I* Le plan horizontal de cote 




kjb) 



3 
I 



2, par exemple, coupe les deux 
plans suivant le* horizontales 
/i(2) 1(2) et b{'2) c(2), qui se rcn- 
conlrent au point m(2). 

2° De même, le plan horizon- 
tal de cote 5 coupe les plans 
donnés suivant les horizontales 
/c.5) j\5) et «(5) l(b) (al parallèle 
à 6c), qui se rencontrent au point 

L'*interseclion cherchée est donc 
la droite m(a) /i(5). On peut la graduer à l'aide des horizontales du 

plan P. 



59. Exemple m. — 

Les deux plans sont définis 
chacun par deux droites 
concourantes. 



Fig 64 




Jtt(O) 



a(i5) 




Fig. 65 

rencontrent au point m(o). 

Cbollbt et Mineur, I. 



Le premier plan est 
a(i5)&(o) c(o), le deuxième 
d(5) e(o) M {fig. 65). 

On emploie encore des 
plans auxiliaires horizon- 
taux. 

1® Le plan de comparai- 
son coupe les deux plans 
suivant les horizontales 
6(0) c(o) et e{o) /(o), qui se 



sa 



GiaMÊTBIE GOTÉB 



3f Le plaa horizontal de cote lâ eoupe de même le. plan 
a[ib) 6'q)6(o.) siÛAtani riiorizontale a{i'^) îii5f dont.la projection esi 
la parallèle menée par a k bc. Il coupe le plan d{5) «(o) J\<i)_ suivanjt 
l'horizontale g(ib) Ii(i5) qui passe par le point g(i5) delà droite d(5)/(o) 
et dont la projection est parallèle à ef. 

Ces deux horizontales se rencontrent au point n(i5). 

L'intersection des deux plans est donc la droite m[o) n(i5). 



60. Cas particulier. — Déterminer Vintersection de deux plans 
<lont les échelles de pente sont parallèles. 

11 n'est plus 4)ossible d'employer des plans auxiliaires horizontaux. 

En effet, les horizontales de mêmes cotes des deux plans sont paral- 
lèles et par suite ne se rencontrent pas. 

Mais puisque les horizontales des deux plans ont la même direction» 
l'intersection de ces plans est une horizontale parallèle à cette direc- 
tion commune. Il suffit donc, pour la construire, d'en déterminer un 
seul pcHnt (56, Hem.).» 

Nous indiquerons deux méthodes distinctes pour déterminer ce 
point. 

I" Méthode. — Elle consisle à prendre un plan vertical auxiliaire et 

à chercher les droites 
suivant lesquelles il 
coupe les plans donnés, 
puis le point où se ren- 
contrent ces droites. 

Ainsi, soit à trouver 
rinlersection des plans 
P et Q (fig. 66) définis 
par deux échelles de 
pente parallèles. 

Cherchons successi- 
vcmentles intersections 
, , , , de ces deux plans avec 

12 3 le plan vertical dont la 

j^^figlig trace xy, sur le plan de 

F,g. 66 ' comparaison, est per- 

pendiculaire aux hori- 
zontales des deux plans. 11 suffit pour cela (43) de graduer la drofle xy 
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en la considérant comme appartenant successivement aux deux plans 
P et Q. On obtient ainsi les droites a(o) {i(i) et y(o) 8(i). 

Ce sont les droites D et A de la méthode générale (55). Pour t^ou^'el' 
le point commun à ces deux droites, dont les projections sont con- 
fondues (29), rabattons le plan vertical xy sur le plan de 'compa- 
raison. Nous obtenons les rabattements «p' et yS' des deux droites par 
la règle connue (17). Le point m' commun à «p* et yS' est le rabatte- 
ment du point cherché. Sa projection est le pied m de la perpendi- 
culaire abaissée d* m' sur xy et sa cote est mm' (approximative* 
ment 3,75). 

L'horizontale commune aux deux plans est alors Thorizontale pas- 
sant par le point m (3,75) ainsi déterminé, et dont la projection est 
la droite mn perpendiculaire aux échelles de pente P et Q. Dans la 
fig. 66, mn est dans le prolongement de mm', à cause du choix de xy. 

Remarque. — On pourrait prendre aussi bien un plan vertical 
auxiliaire quelconque. 

I 

61. 2e Méthode. — Cette méthode, qui donne des constructions 
plus rapides que les précédentes, repose sur le lemme suivait : 

Les projections des horizontales qui s'appuient sur deux droites dont 
les projections sont parallèles, concourent en un même point, 

'En effet, soient deux droites a{o) ^(4) et c(o) d(4) (fig, Ô7 et 68) dont 
les projections sont parallèles. 
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Fig. 68 



Désignons leurs intervalles par i et i'. Considérons une horizontale 
fixe a{o) c(o) qui les rencontre et une horizontale quelconque les ren- 
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contrant également, par exemple 6(4) d(4) ; ac et hd se coupent en w 
A cause des parallèles ah et cd, les triangles ax^b, ciùd sont sem- 
blables et donnent 

« 

wa ab 4i i 

(j}C ~~ cd ~' M' "~ V 

Ce rapport est indépendant de la cote de la 20 horizontale considérée r 
donc les projections de toutes les horizontales s'appuyant sur les deux 

droites coupent ac en un point o) qui partage ac dans le rapport -;r- 

Or, dans le cas où les graduations de ah et de cd sont de sens con- 
traires ifig, 67), ce point est évidemment entre a et c; par suite, 
d'après un théorème connu du 3* livre, il est bien déterminé et uni- 
que. Autrement dit, to est fixe sur ac. 

Si les graduations des droites données^ 
sont de même sens [flg, 68), w est en 
dehors de ac et on arrive encore à la mema 
conclusion. 

Soient alors P et Q deux plans dont les 
échelles de pente sont parallèles {fig. 69). 
Les lignes de plus grande pente AB et CD 
qui définissent ces plans ayant, par hypo- 
thèse, leurs projections parallèles, les pro- 
jections des horizontales s'appuyant sur ces 
droites concourent au même point, d'après 
le lemme précédent. On détermine ce 
point m en traçant les projections ac et hd 
de deux de ces horizontales. 

Or, puisque la droite d'intersection cherchée est une horizontale com- 
mune aux deux plans donnés, elle rencontre nécessairement les lignes^ 
de plus grande pente AB et CD. Sa projection passe alors par m,- et 
est perpendiculaire aux échelles de pente données. On détermine la 
cote de cette horizontale en cherchant, par exemple, la cote du point N 
où elle rencontre la ligne de plus grande pente AB du plan P. Dans^ 
notre épure, cette cote est environ a, 5. 
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iii. 

Point commun à trois plans. 

62. Pour trouver le point comiuun à trois plans P,Q,R : 
1^ On cherche la droite I> d'intersection des plans V et Q; 
a* On cherche la droite A d'intersection des plans P et R. 
Le point commun à D et à^ lorsque ces droites concourent, est le 
jf)oint cherché. 



63. Problème. — Déterminer le point commun à trois plans P,Q,R 

définis chacun par une échelle 



o'\î 



î'^^J 



de pefite (flg. 70). 

La droite a[o) 6(4) d'intersec- 
tion des plans P et Q s'obtient, 
par exemple, en coupant successi- 
vement ces plaiis par le plan de 
comparaison et le plan horizontal 
de cote 4* Les mêmes plans 
auxiliaires servent à déterminer 
la droite d'intersection c(o) d(4) 
des plans Q et R. a6 et cd se ren- 
contrent au point m, qui est la 
iprojection du point commun aux trois plans. La cote de ce point 
:S*obtient en le considérant comme appartenant à Tun ou à Tautre 
^es plans P,Q,R (4i). Elle est approximativement 6. 




Fig. 70 



Intersection d'une droite et d'un plan. 

64. Méthode générale. — Pour obtenir le point d'intersection 
d'une droite D et d'un plan P (fig. 71) : 

1® On fait passer par la droite un plan auxiliaire Q ; 

2* On détermine la droite A d'intersection des plans P et Q. 

Si les droites D et A sont distinctes et non parallèles , leur point de 
rencontre M est le point commun à D ^et P. 
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Si D et A sont parallèles, la droite D, parallèle à une droite du pla» 

P, est parallèle à P et par suite ne peut 
rencontrer ce plan . 

Si D ek A sont confondues, la droite 
D appartient au plan P. 

Généralement, pour définir le plan 
auœiHaire passant par la droite donnée, 
en se donne arbitrairement la direction 
de ses horkontaies» 
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Fig. IX 

65. Cas général. — . La 
droite et le plan sont quelcon- 
ques, Fig. 72 

Soit à chercher le point 
^'intersection de la droite graduée AB avec le plan P défini par une 
échelle de pente (fig, 72). 

Prenons comme plan auxiliaire le plan passant par la droite donnée 
et dont les horizontales sont parallèles à la direction ac. On obtient 
la droite d'intersection c(3) d(6) de ce plan avec le plan donné par la 
méthode générale (58); cette droite rencontre AB au point cherché 
M projeté à l'intersection m de ab et de cd ; la cote de ce point se 
trouve par les procédés connus, en le considérant soit comme appar- 
tenant à la droite AB ou à la droite CD, soit comme aîppartenant au 
plan P. On peut ioujouxs cboisic lai direction, des horizontales du plan 
auxiliaire de manière que les constructions ne sortent pas des limites 
de l'épure. 



66. Cas particuliecfik — ifi La droite donnée est verticale, — Nous 
avons traité ce problème dans le chapitre précédeat (4i, Rem,). 

2^ La droite donnée est horizontale. — On prend alors comme plan 
auxiliaire le plan horizontal passant par l'horizontale donnée. Par 
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suite, le point dherché est le point de rencontre de <3^e horizontaile 
avec l'horizontale de même cote du plan. 

Ainsi, soit à déterminer [flg. 78) le point où Tlrorizontale aja) bb) 
rencontre le plan P. Le plan horizontal de cote a,^qui con'tienl llio- 
rizontale donnée, coupe le plan P suivant l'horizontale c(a) d(a) qui 
rencontre a{2) 6(a) au point cherché m(2). 

30 La projection de la droite est parallèle à l'échelle de pente du plan, 

— Soit à chercher le point de rencontre 
de la droite d{i) Mi) avec le plan 'P 
{fig, 74), ab étant parallèle à Téchellc * 
âef)ente^u :p\an. Prenons comme \pliai 
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auxiliaire le plan dont la droite donnée AB est une ligne de plus 
grande pente ; ce plan coupe le plan donné suivairt une horizontale 
dont nous savons trouver la projection w/i (61) ; cette horizontale 
rencontre la droite AB au point cherché M, projeté à l'intersection m 

de ab éi de w/i; la cote de ce point s'obtient 
encore en le considérant soit comme 
appartenant à la droite donnée, soit comme 
appartenant au plan donné. 

4® Le plan donné est horizontal. — On est 
alors ramené à trouver le point de la 
droite fi^yant même cote que le plan hori- 
zontal donné (19). 

Fig. 75 5» le plan donné est vertical. — Soit h 

déterminer le point où la- droite a{i) 6(3) 
rencontre le plan vertical xy (fig. 76). La projection de ce point 
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devant se trouver d'une part sur ab, d'autre part sur xy (9, Rem.), 
est donc le point m où ab rencontre xy. On est alors ramené à' 
chercher (ig) la cote du point M do la droite a(i) ii(a) projeté en m. 
Dans répure, cette cote est approximativement 1, 4- 



|iv. 

Problèmes relatUs à la droit» et an plan. 



67. Problème. — Mener par i 
deux droiles données. 



■ point une droite s'appujanl tar 



Solution géométrique. 




Fig. 7S 



Soit à mener par le' point une droite 
s'appuyant sur les droites AB et CD 
{fiij. 7Q). Supposons le problème résolu 
et soit MN la droite cherchée ; cette 
droite appartient au plan P déterminé 
par le point O et la droite AB, elle 
appartient aussi au plan Q déterminé 
par le point et la dioite CD; c'est 
donc la droite d'intersection de ces 
plans P et Q. 

Solution grapbique. — Soit à mener par le point o(3) une droite 
s'appuyant sur les droites a(i) b(a) et 
c(.)<f(a)(;îg. 77). 

La droite cherchée est à l'inter- 
section des plans OAB et OCD. 
Si l'on marque sur ab et cd les 
projections e et /des points de cote 
3 des droites données, oe et o/sont 
respectivement les direcUons des 
horizontales des plans OAB et OCD. 
On peut alors tracer les projections 
am et cm des horizontales de cote 1 
de chacun de ces plans, horizonta- 
les qui se coupent en un point m(i) appartenant h. l'intersection 
cherchée; le pointo{3) étant un autre point de cette intersection, la 
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droite demandée est o(3) m(i). On vérifie l'exactitude des construc- 
tions en s'assurant (28) que cette droite coupe chacune des droites 
données. 





68- Problème. — Mener une droite de direction donnée s'appuyant 
éui* deux droites données. 

Solution géométrique. — Soit à mener une droite parallèle à 

EF rencontrant les droites AB et 
CD (fig. 78). . 

Supposons le problème résolu 
et soit MN la droite cherchée; cette 
droite est contenue à la fois dans le 
plan P mené par AB parallèlement 

à EF et dans le plan Q mené par 

CD parallèlement à EF. Elle est 
Fig. 78 donc la droite d'intersection de ces 

deux plans. 

Solution GRAPmQUE. — Soit à mener une droite parallèle à e(i) J\2) 

s'appuyant sur les 
,, \ droites a(i) 6(4) et 

c(i)d(4)(yi^.79)- 
La droite cherchée 

est à l'intersection 
des plans P et Q 
menés respective- 
ment par les droites 
AB et CD parallè- 
lement à EF (fig, 
79 ). Construisons 
les segments ag et 
ci égaux et paral- 
lèles à ef et de 
même sens; les droites a(i) gf(a) et c(i) 1(2) sont parallèles à e(i)f{2) 
(3i) et les plans P et Q sont respectivement les plans ABG, CDI. 
Les horizontales de cote a de ces deux plans, qui sont projetées sui- 
vant gh et y, se coupent au point /^(a), qui est un point de l'inter- 
section cherchée; cette intersection est donc la parallèle /c(a) 2(3) à 
e{i) JI2) {kl est égal et parallèle à ef, et de même sens). On vérifie Texac- 
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Fig. 79 
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lituâcâesconatructions ens'assurant que la droite KL rencoiïtre les 
, deux droilcs données AB ot CD (a81. 



69. Problème. — Mener par wijioinl ane droile parallèle à Jin plan 
donné et l'appnyanl sur une droite donnée. 
SOLUTioK GÉOMÉTRIQUE. — Soità nicocrparle point une droilc 
parallèle au plan 1' et rencontrant ia 
droile Alt tfig. 8o'. 

Supposons le problème résolu et soit 
OM la droite cheicliée: OM élant. par 
hy.pothèse, parallèle au plan P, appar- 
tient au plan Q mené par O parallè- 
Icmeiït i P : et comme elle rencontre 
la droile AB, c'est la droite joignant 
le point O au point M où AB ren- 
contre le plan Q. 

On peut encore dire : La droite cher- 

(Siée OM (^parttent att plan déter- 

né par le point et la droite Alt; 

u plan P, c'est la parallèle menée par 

vecle plan OAB. 

Solution «sapuique. 
— Soit à mener par le 
point o(3) une droile' 
parallèle au plan V «t 
s'appuyant sur la droile 
a(.)b.5). 

Menons (jg) par le 
point o(3) le plan Q pa- 
rallèle au plan donné 
(fig. 8i),eteherchonale- 
point d'intersection de 
la droltedonnée AB a\ec 
ce plan Q. Pour celn(65), 
par la droite AB faisons 
passerunplan auxiliaire dÊIÎnîpar AB et une direction arbitraire co d"ho- 
rizonlales, et déterminon9(58) la droite d'inlersecU on di5)e{5) de ce plan 
auxiliaire avec le plan Q ; cette droite rencontre AB au point dierché 



et coKinne elle est parallèle ai 

à la droite d intersection 4 du plan P t 




^dli) 



Pig. 81 



INTERSECTIO:^S DE DROITES ET DE PLANS B9 

M, projeté en m à l'intersection de de et de ab ; la cote de ce point 
s'obtient en le considérant soit comme appartenant à Tune ou l'autre 
des drcûtes AB ou DE, soit comme appartenant au plan Q. La droite 
OM est la droite demandée; en effet, elle passe par le point O, ren- 
contre AB au point M, et elle est parallèle au plan P, puisqu'elle 
est contenue dans le plan Q parallèle à P. 



EXERCICES 



1. Mener une droite passant par un point et rencontrant une ver- 
ticale et une droite données. 

2. Construire une droite parallèle à deux plans donnés et rencon- 
trant deux droites données. 

3. Construire une droite passant par un point donné, rencontrant 
une droite donnée et parallèle à un plan donné. 

4. Construire une droite rencontrant trois droites données (infinité 
de solutions). 

5. Construire une droite rencontrant trois droites données en A^ 
B, C ^de façon que : 

i<» B soit le milieu de AC ; 

AB 
a" plus généralement, le rapport -r-p- ait une valeur donnée. 

6. Mener une horizontale de longueur donnée s'appuyant sur une 
horizontale et une droite données. 

7. Mener une horizon taie de longueur donnée s'appuyant sur deux 
droites données. Trouver l'horizontale de longueur minimum s'ap- 
puyant sur les deux droites. 

8. Construire un tétraèdre connaissant les projections cotées d'un 
point de chaque arête. 

9. Construire un tétraèdre connaissant les projections cotées des 
points de concours des médianes de ses quatre faces. 

• 

10. On donne un trièdre et un point G à l'intérieur. Mener par le 
point G un plan coupant le trièdre suivant un triangle admettant G 
comme point de concours des médianes. 

11. Construire un parallélépipède connaissant trois droites non 
situées deux à deux dans un môme plan et qui portent trois des 
arêtes du parallélépipède. 
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12. CoDslruîre un parallélépipède connaissant trois sommets situés 
dans une même face et le centre de la face opposée à celle-ci. 

13. On donne deux plans P et Q et un point A ; mener par À 
une sécante de façon que A. soit le milieu du segment de cette 
droite compris entre P et Q, ou plus généralement que A partage 
ce segment dans un rapport donné. 

14. On donne par leurs graduations deux droites dont les échelles 
de pente sont parallèles : 

i"" Construire une horizontale rencontrant ces deux droites et dont 
la projection passe par un point donné du plan de comparaison ; 

30 Construire une horizontale rencontrant les deux droites et dont 
la projection ait une direction donnée. 



CHAPITRE IV 
DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES 



i I- 

Droite et plan perpendiculaires. 

70. Nons utiliserons les théorèmes suivants, qu'on démontre dans 
les cours de géométrie (Voir Grévt, Géométrie dans l'Espace, n? 4o3). 

Théorème. — La projection d'un angle droit sur un plan parallèle 
à Van de ses côtés et non perpendiculaire à l'autre est un angle droit. 

Récif^roque I. — Si un angle droit se projette sur un plan suivant 
un angle droit, un de ses côtés est parallèle au plan de projection. 

Réciproque II. — Si un angle se projette sur un plan parallèle à 
un de ses côtés suivant un angle droit, cet angle est droit. 

71 . Corollaire. — Les projections de deux droites perpendiculaires 
et ne se rencontrant pas, sur un plan parallèle à l'une d'elles et non per- 
pendiculaire à l'autre, sont deux 
droites perpendiculaires. 

En effet, soient AB et CD deux 
droites perpendiculaires de l'es- 
pace, qui ne se rencontrent pas, 
ab et cd leurs projections sur un 
plan P parallèle à AB {Jig. 82) . 
Par un point quelconque A pris 
sur AB menons la parallèle AE à 
CD, et soit ae sa projection sur 
le plan P. Par définition, AB et 
AE sont perpendiculaires, autre- 
ment dit Tangie BAE est droit ; donc sa projection bae est un angle 
droit (70), ae est perpendiculaire à ab. Mais, d'autre part, cd et ae 
sont parallèles comme projections de drcâtes parallèles ; donc cd est 
aussi perpendiculaire sur ab. 




Fig. 82 



62 



GÉOlféTBIE CX)TÉE 



^ 



Ce corollaire admet également deux réciproques : 

I* Si les projections de deux droites de l'espace sur un plan parallèle 
à l'une (f elles sont perpendiculaires, ces droites sont eUes-mémes perpen- 
diculaires ; 

2* Si deux droites perpendiculaires dans l'espace se projettent sur un 
plan saluant deux droites égcdefntnt perpendiculaires, le plan de projec- 
tion est parallèle au moins à l'une d'elles. 

Ces réciproques sont des conséquences immédiates des réciproques 
du théorème démontré plus haut, et nous laissons au lecteur le soin 
de les établir. 

72. Théorème. — Poprqu^ane droite soit perpendiculaire à un plan 
défini par une échelle de penle, il faut et il suffit : i* que la projection 
de la droiip^ soit parallèle à l'échelle de penle da plan ; a* que les inter- 
voiles de la droite et du plan soient inverses l'un de l'autre ; V* que les 

cotes marquées sur lapro^ 
jectionde la droite et sur 
l'échelle de pente du plan 

croissent en sens contraires. 

I* Les conditions stnt né- 
cessaires. — Soit, en effet, 
une droite AB perpendi- 
culaire au plan P, qu'elle 
rencontre au point B 
{fig. 83). Menons par ce 

point la ligne de pi us grande 
pente BC du plan P. La 
droite AB est, par défini- 
tion, perpendiculaire à toutes les droites du plan P, et, en particu- 
lier, perpendiculaire à sa trace horizontale DE ; la ligne de plus 
grande pente BC étant également perpendiculaire à DE (87), il en 
est de même du plan ABC, qui contient deux droites perpendicu- 
laires à DE. Ce plan est donc un plan vertical, et sa trace hori- 
zontale AC est la projection horizontale commune aux deux droites 
AB et BC. Comme les projections de toutes les lignes de plus grande 
pente d'un plan sont parallèles entre elles, il en résulte que la pro- 
jection de la perpendiculaire AB au plan P est parallèle à toute 
échelle de pente du plan. 

De plus. AB, perpendiculaire à toutes les droites du plan P, est. 




Fig. 83 
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en partie aller, perpendiculaire à la ligne de plu» grande pente BG, 
autrement dit le triangle AJKG est rectangle en B. D^autré part, la 
pente du plan et la pente de la droite A>B sont respectivement 

i'g BCA et tg BAC; mars les angles BCA e« BAC, étant les angles 
arîgus du triangle rectangle ABC sont complémentaires, et Ton a 

tg BCA = ^ ^ > ce qui prouve que la pente du plan P- et 

tgBAC 

celle de la droite AB san't inverses Tune de l'autre : il en résulte immé- 

ifiatcisrïent que les in1cT\!2fcHes du. plan et de la droite ABsont aussi 

inrYcrses-l'un de Fafutrc. 

La verticale B& étant la hauteurdu triangle rectangle AB€^ coupe 

Thypoténuse AC entre les sommets A et G. En supposant qu*on ait 

choisi comme échelle de pente du plan P la projection de la ligne de 

plus grande pente BG, et en supposant également que le point B ait 

une cote positive, comme les cotes des points A et G sont nulles, on 

voit que les cotes iront en croissant de G vers b sur l'échelle de penfe, 

tandis que sur la projection de la droite AB elles croîtront de A vers 

b, c'est-à-dire en sens contraire. On arrive aux mêmes conclusions 

si la cote du point B est négative. 

a« Les^ condUions sont suffisantes. — En effet, soit AB une droite dont 
la projection est parallèle à l'échelle de pente du plan P, les cotes 
croissant en sens contraires sur la projection de la droite et sur fécheile 
de pente du plan, les intervalles de la droite et du plan étant en outre 
inverses l'un de Tautrc. De la première hypothèse il résulte que la 
projection A& de la droite AB est perpendiculaire à la trace horizon^ 
taie DE du plan P; par suite, le' plan vertical AB^ projetant horizon- 
talement AB est perpendiculaire à DE et coupe le plan P suivant une 
ligne de plus grande pente BC, dont on peut prendre la proj.eclion 
-commc.éehelle de pente duplan, cette projection coïncidant alors avec 
-celle de la droite AB.. Less droites AB et BG qui sont dans un même 
plan ne sont pas parallèles, puisque d'après la deuxième hypothèse 
leurs graduation» scait de sens contraires; donc elles se coupent en 
un point B, qui est aussi le: point d'intersection de la droite AB et du 
plan P. D'après cette même hypothèse, si on désigne par b la projec- 
tion du point B et par A et G les tiaces horizontales des droites AB 
et BG, il faut nécessairement que les points A et G soient de part et 
d'autre du point 6, car s'ils étaient d'un même côté de 6, les 
/graduations desrdroi tes AB et BG seraient de même sens. Il résulte 
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de celte remarque que les demi-droiles BA et BG sont de part et 
d*autre de la verticale B6 ; par suite les angles BAC et BGA sont 
aigus, et leurs tangentes sont respectivement les pentes de la droite 
AB et du plan P. Comme, d'autre part, les intervalles du plan et de la 
droite sont inverses Tun de l'autre, il en est de même de leurs pentes, 

I 



et l'on a tg BAC = 



cela exige que les angles aigus BAC 



tgBCA 

et BCÂ soient complémentaires, c'est-à-dire que le triangle ABC soit 
rectangle en B. La droite AB est donc perpendiculaire à BC ; elle est 
également perpendiculaire à DE, comme appartenant au plan ABC 
perpendiculaire à DE ; donc elle est perpendiculaire au plan des deux 
droites AB et DE, c'est à-dire au plan P. 

Remarque. — Il est bien évident que cette démonstration suppose 
que le plan P n'est ni vertical, ni horizontal. 

Si le plan P est vertical, toute perpendiculaire à ce plan est une 
horizontale dont la projection est perpendiculaire à la trace horizon- 
tale du plan, et réciproquement toute horizontale dont la projection 
est perpendiculaire à la trace horizontale d'un plan vertical est une 
droite perpendiculaire à ce plan. 

Si le plan P est horizontal, toute verticale lui est perpendiculaire. 

73. Problème. — Étant donné Vintervalle d'un plan, construire V in- 
tervalle d*une droite perpendiculaire à ce plan. 

Soit, par exemple, ab l'intervalle du plan 
{Jig. 84). D'après le théorème précédent, l'inter- 
valle de toute droite perpendiculaire à ce plan 

est -T • Élevons en 6 la perpendiculaire à ab 
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Échelle 
Fig. 84 



_ sur laquelle nous portons une longueur bd 
égale à une unité de Téchelle du dessin, et 
menons en d la perpendiculaire à ad, limitée au 
point c où elle rencontre le prolongement de 
ah. Dans le triangle rectangle adc, dont la hauteur est bd, on a 

bdP = abxbc, 
ou, puisque bd est égal à l'unité de longueur, 

I = abxbc; d'où bc = 



ab * 



par suite bc est l'intervalle d une perpendiculaire au plan. 



h. 
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Lorsque rintervalle du plan est donné numériquement, on a do 

suite la valeur numérique de l'intervalle d'une perpendiculaire à ce 

plan en prenant Tinverse de la valeur donnée ; cela revient à 

prendre pour intervalle de la perpendiculaire la pente du plan. Ainsi 

3 3 

rintervalle des perpendiculaires à un plan de pente — est aussi — . 

Remarque I. — Si l'intervalle du plan donné est une petite lon- 
gueur, comme il arrive dans la plupart des 
épures, la construction dû triangle adc ne 
peut être faite avec précision et l'on risque 
de commettre une erreur relative assez 
importante sur l'intervalle bc de la droite 
perpendiculaire au plan. Pour diminuer 
cette erreur, il est préférable de construire 
un triangle Me' semblable au triangle 
adc [fig. 85), mais plus grand. Par exem- 
ple, on peut prendre une longueur ha' 
égale à 3 fois l'intervalle du plan, puis 
porter sur la perpendiculaire en 5 à ha' 
la longueur hd' égale à 3 unités de l'échelle. 
En menant ensuite la perpendiculaire d'c' 
à a!d\ on aura en hd 3 fois l'inlervalle des 
droites perpendiculaires au plan. 

Remarque II. — Il est bien évident que si l'on se donne l'intervalle 
ah d'une droite, on trouve d'une manière identique l'intervalle hc 
d'un plan perpendiculaire à cette droite. 




Distance d'un point à un plan. 

74. Problème. — Abaisser d'an point donné ta perpendiculaire sur 
un plan donné et trouver la distance da point au plan. 

Soit à abaisser du point m(5} la perpendiculaire sur le plan P 
défini par une échelle de pcnle (fig. 86). 

Première métuode. ■— D'abord, on peut construire immédiate- 
ment l'intervplle bc de la perpendiculaire cherchée (73) ; en outre, 
puisque sa projection est parallèle à l'échelle de pente du plan (7a), si 
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Ton consirait le segment mn égal et parallèle à 6e» dirigé dans le sens 

des cotes croissantes sar P, la per- 
pcndicolaire demandée est la droite 
m(5) /i(4). 

Pour déterminer le point d'inter- 
section de celte droite avec le plan 
P (66, S«), on cherche le point de con- 
cours M des projections des horizon- 
tales s*appuyant sur m(5) /i(4) et 
sur la ligne de plus grande pente 
a(a) b(3) du plan, puis on projette 
(o en i sur mn, La perpendiculaire 
MN au plan P rencontre alors ce 
plan au point 1, projeté en î; sa 
cote s'obtient, par les procédés con- 
nus, en le considérant comme ap- 
partenant soit au plan P, soit à la 
droite m(5) /i(4). 
Pour trouver k distance du point au plan, on est ramené à trouver 

la distance des deux points M et 1, problème déjà traité (35). 

Deuxième méthode. — Soit xy la parallèle menée par m à l'échelle 

de pente du plan (/î^. 87) : 
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c'est la projection horizon- 
tale de la perpendiculaire 
cherchée (7a). Pour gra- 
duer cette droite, nous re- 
marquerons que, puis- 
qu'elle est perpendiculaire 
'^' à toutes les droites du plan 
P, elle est, en particulier, 
perpendiculaire à la droite 
a(o) p(i), intersection du 
2 3 4 plan P avec le plan ver- 

icheUit *ical xy (54). Si nous ra- 

battons alors le plan verti- 
cal xy sur le plan de com- 
paraison, Tangle droit formé par la droite a(o) P{i) et la perpcndi- 
•culaire cherchée, situées l'une et l'autre dans ce plan vertical, se 
rabat en vraie grandeur. 
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Or, le point a(o) étant sur la charnière xy, son rabattement coïn- 
cide avec sa projection, le point |5(i) se rabat en ?' sur la perpendi- 
culaire élevée en ^ à la charnière, à une distance de celle-ci égale à 
I unité de Téchelle : la droite a(o) g(i) se rabat donc en a?'. De 
même, le point m(5) se rabat en m', à 5 unités de distance de xy^ Par 
suite, la perpendiculaire abaissée du point m(5) sur le plan P se ra- 
bat suivant la perpendiculaire m'i' abaissée de m' sur ap'. 

Pour définir cette perpendiculaire sur Tépure, on remarque, par 
exemple, que tous les points de cote i du plan vertical xy se rabat- 
tent sur la parallèle menée par p' à xy. Cette parallèle rencontre m'i' 
en (f ; en projetant <f en cf sur xy, on a en d(i) le point de cote i 
<îe la perpendiculaire cherchée. 

On peut avoir aussi en c(o), sur la charnière, le point de cote o. 

Remarque. — La construction précédente donne en outite : 

I* en i' le rabattement du point où la perpendiculaire perce le plai^ 
P ; ce point se projette en i, sa cote s'obtient en mesurant ii'k Téchellef 

a* en m'i' la vraie grandeur du segment MI, distance du point M 
nu plan P. 

Aussi cette construction est-elle surtout avantageuse lorsqu'on a 
besoin de connaître, en même temps que la perpendiculaire, la distance 
du point au pjau. 
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75. Cas particuliers. — loLe 
plan donné est un plan vertical. — 
Soit à abaisser du point m(3,6) la 
perpendiculaire sur le plan ver- 
tical dont la trace horizontale est 
ct^ifig. 88, I). Cette perpendicu- 
laire est l'horizontale ayant même 
cote que le point donné, 3,6, et 
dont la projection (7a, Rem.) e»t la perpendiculaire mn abaissée de 
m sur a?- L« pied de la perpendiculaire est le point n(3,6) projeté au 
point n où mn rencontre a?. Le segment horizontal MN se projette 
en vraie grandeuT en mn, et Ton a ainsi la distance du point M au 
plan »?. 

a« Le plan donné est horizontal. — Soit a abaisser du point m(5,4) 
la perpendiculaire sut le plan horizontal décote 3, a (fig. 88, lî). Cette 
perpendiculaire est la verticale du point donné M (7a, Rem.) et son 
pied est le point N dont la projection n est confondue avec celle du 
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point donné, et dont la cote est égale à celle du plan horizontal, Z,2. 
La distance du point M au plan est égale à la différence des cotes i 
5,4 — 3, !!,:= a, a. 

76. Problème. — Mener par an point donné U plan perpendicalaire 
à une droite donnée. 

Première méthode. — Soit à mener par le point m(3,5) le plan 
perpendiculaire à la droite AB dont on connaît la projection gra- 
duée ah (fig, 89). D'abord on 
peut construire de suite (78) Tin- 
tcrvalle dg du plan cherché ef 
tracer une droite P, parallèle à 
ah, qu'on prendra comme échelle 
de pente du plan (7a) après l'avoir 
graduée. 

L'horizontale passant par le 
point donné M, dans le plan 
cherché, se projette suivant la 
perpendiculaire mn k P, et elle 
rencontre la ligne de plus grande 
penlc projetée en P au point 
n(2,5); en portant alors sur P 
le segment np=dgf dans le sens 
des cotes décroissantes sur la 
droite abt on obtient un deuxième 
point p(3,5) de la ligne de plus 
grande pente choisie pour définir 
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Échelle 
Fig. 89 



le plan, de sorte que ce plan est complètement déterminé. 

Pour trouver le point d'intersection du plan P et de la droite don- 
née, il faut d'abord graduer l'échelle de pente du plan. Or il est évi- 
dent que le point h, milieu du segment np, doit être aCfecté de la' 
cote 3 ; dès lors, la graduation s'achève aisément, puisqu'on connaît 
l'intervalle du plan et le sens dans lequel les cotes croissent sur 
l'échelle de pente. Le point I où la droite perce le plan P s'obtient en - 
suite en appliquant intégralement la construction indiquée au n* 66 (3*). 

Deuxième méthode. — Soit à mener par le point m(i) le plan per- 
pendiculaire à la droite a(i) 6(2) {fig. 90). On connaît déjà une hori- 
zontale de ce plan, 'c'est celle qui passe par m(i) et qui est projetée 
suivant la perpendiculaire mn abaissée de m sur ab. D'autre part^ 
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il existe dans le plan cherché une ligne de plus grande pente dont la 
projection xy coïncide avec 06(72), et l'on connaît même un point de 
celte droite, le point n[i) où la rencontre l'horizontale mfi) n(i). 

Pour achever de déterminer cette 
ligne de plus grande pente, remar- 
quons qu'elle forme avec la droite 
donnée a[\) 6(2 ) un angle droit con- 
tenu dans le plan vertical xy, angle 
qui se rabat en vraie grandeur dans 
le rabattement du plan vertical xy 
sur le plan de comparaison. Or, la 
droite a(i) 6(2) se rabat suivant a'b\ 
le point n(i) se rabat en n\ Donc la 
ligne de plus grande pente cherchée 
se rabat suivant la perpendiculaire 
n'i' abaissée de n' sur a'h\ le point 
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q où n'V rencontre la charnière du 



rabattement est le point de cote zéro 
de cette ligne déplus grande pente, qui est ainsi complètement définie 
par les points q(o) et /i(i). 

Le plan cherché est lui-même complètement déterminé, puisqu'on en 
connaît une ligne de plus grande pente ; pour plus de clarté, nous 
avons figuré une échelle de pente P de ce plan, distincte de xy. 

Remarque. — Le point i' commun k a'h' et à qn' est le rabat- 
tement du point commun à la droite et au plan ;. il se projette en i 
sur ab, et sa cote est le nombre qui mesure la longueur iV (approxi- 
mativement 3,8 dans l'épure). 

77. Cas particuliers. — i* La droite donnée est horizontale. — Soit 

à mener par le point m(4, 8) le plan 
perpendiculaire à l'horizontale ab{S) 
{fig, 91). Le plan cherché est le plan 
vertical dont la trace horizontale est 
la perpendiculaire mn abaissée du point 
m sur la projection de l'horizontale 
donnée (72, Rem.). Ce plan rencontre 
l'horizontale au point N, projeté en 
^ n, à l'intersection de mn et de a&, et 

la cote de ce point, est évidemment celle de l'horizontale, 3. 




Fig. 91 
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3<> La droite donnée est verticale. — Le plan cherché est le plan hori- 
zontal ayant même cote que le point donné. 

78, Problème. — Abaisser dan point une perpendicalaire sur une 
droite donnée et trouver la distance da point à la droite. 

Soit, par exemple, à abaisser du point M la perpendiculaire à 
une droite AB {flg. 92). On construit d'abord le plan P mené par M 

perpendiculairement à AB et on cher- 
che le ix)int I où ce plan rencontre 
la droite AB : la droite cherchée est 
MI. 

Ainsi, au n® 76, nous avons cons- 
truit le plan P mené du point m(i) 
perpendiculairement à la droite a(i) 
h(i) (flg. 90) ; nous avons également 
déterminé le point 1(2,8) où cette droite rencontre le plan P. La 
droite m(i) i'i.S) est alors la perpendiculaire abaissée du point m(i) 
sur la droite a(t) 6(3). La distance du point à la droite s'obtiendrait 
en cherchant (sS) la distance des points m(i) et 1(3,8). 

79. Cas particuliers. — i» ia droite donnée est horizontale. — 
Soit à abaisser du point m(4,8} la perpendiculaire sur l'horizontale 
a&(3) (Jîg. 91). Cette perpendiculaire forme avec l'horixontale donnée 
un angle droit dont un côté est parallèle au plan de projection, et 
qui se projette par conséquent suivant un angle droit . Il en résulte 
que la perpendiculaire cherchée est la droite m(4,8) n{^) dont la 
projection est la perpendiculaire abaissée de m sur ab. La distance 
des deux points m(4,8) et n(3), qu'il est facile d'obtenir (a5), est la 
distance du point m(li,S) à l'horizontale donnée. 

a° La droite donnée est verticale. — Soit à abaisser du point m(3,8) 
la })erpendiculaire sur la verticale dont la trace horizontale est 

{fig. 98). Cette perpendiculaire est l'hori- 
zontale de cote 3,8, dont la projection est 
om. La distance du point M à la verticale est 
^^8- ^3 donc (5, Rem. 111) projetée en vraie gran- 

deur en om. 
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80. Problème* — Mener par une droite donnée le plan perpendicu- 
laire à un plan donné» 
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On remarque que si la droite et le plan donnés sont perpendi- 
culaires, tout plan passant 
par la droite répond à la 
question. On reconnaît 
qu'on se trouve dans ce 
cas, en vcriQant que les 
conditions du théorème 
du n' 72 sont remplies. 
Dans le cas contraire, le 
plan cherché est déterminé 
par la droite donnée et la 
perpendiculaire abaissée 
sur le plan donné par un 
. point quelconque de cette 
droite. 

Soit, par exemple, à me- 
ner par la droite a(3) 6(4) 
le plan perpendiculaire au . 
plan P défini par une échelle de pente {fig. 94). Construisons 
d*abord l'intervalle dg, inverse de celui du plan (78). et parle point 
a(3) menons la perpendiculaire a(3) /i(4) à ce plan (7/1) ; le plan 
cherché est défini par les deux droites AB et AH. La direction des 
horizontales de ce plan est bht et en construisant les projections de deux 
d'entre elles, à cotes rondes, on a de suite une échelle de pente Q. 



L 
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Échelle 

Fig. 94 



EXERCICES 



1. Mener par un point donné dans un plan donné la droite du plan 
orthogonale à une droite donnée. 

2. Mener par un point donné une droite parallèle à un plan donné 
et orthogonale à une droite donnée . 

3. Étant donnée la projection horizontale d'une droite passant par 
un point donné, construire la graduation de cette droite," sachant 
qu'elle est orthogonale à une droite donnée. 

4. Étant donnée la projection d'une droite rencontrant à angle droit 
une droite donnée, consitruire la graduation de cette droite. 

5. Reconnaître si deux droites données par leurs graduations sont 
orthogonales. 
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6. Mener une droite perpendiculaire à un plan donné et s'appuyant 
sur deux droites données . 

7. Mener une droite orthogonale à deux droites données et s'ap- 
puyant sur deux autres droites données. 

8. Mener par un point une droite de pente donnée orthogonale à 
une droite donnée. — Discussion . 

9. Mener par un point un plan de pente donnée perpendiculaire à 
un plan donné. — Discussion. 

10. Reconnaître si deux plans donnés par leurs échelles de pente 
sont perpendiculaires. 

il. Mener par un point donné un plan parallèle à une droite 
donnée et perpendiculaire à un plan donné. 

12. On donne une droite par sa graduation, un plan par son échelle 
de pente. Trouver la projection de la droite sur le plan. 

13. On donne un plan et un point. Trouver le point symétrique du 
point par rapport au plan . 

14. On donnj un point et une droite. Trouver le point symétrique 
du point par rapport à la droite. 

15. On donne deux points et une droite D. Trouver sur la droite 
le point équidistant des deux points. 

16. On donne trois points et un plan. Trouver dans le plan le point 
équidistant des trois points donnés. 

17. Parmi les droites parallèles à un plan donné qui s*appuient 
sur deux droites données, construire celle qui est orthogonale à une 
troisième droite donnée. 

. 18. On donne deux points A et B et un plan P. Trouver le point 
M du plan P tel que : 

i"* la somme MA -h MB soit minimum ; 

2' la différence MA — MB soit maximum. 

19. On donne deux points A et B et une droite D. Mener par A 
une droite s'appuyant sur D et dont la distance au point B soit : 
i<* maximum; 2" minimum. 
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1 1. 

Projections d'un point. 

81. Plans de projection. Ligne de terre. — En géométrie des- 
criptive, on emploie, comme nous l'avons dit (io),deux plans de pro- 
jection rectangulaires; l'un, HH', est appelé pion /tomonto!, l'autre, 
VV, est le plan vertical (fig. 96) ; leur droite d'intersection prend le 
nom de ligne de terre; on la représente généralement par la jiotatidn 

La ligne de terre partage le plan horizontal et le plan vertical, 
chacjin en deux demi-plans : 

le demi plan Uxy constitue la région antérieure du plan horizontal, 
U'xy — la région postérieure — 

— \xy — la région supérieure du plan vertical, 

— Y'xy — la région inférieure — 

Les plans de projection déterminent quatre dièdres droits : 
le dièdre HosyV est appelé premier dièdre, 

— R'xy\ — deuxième dièdre, 

— U'xyy — troisième dièdre, 

— HacyV — quatrième dièdre. 
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Z^dLèdre 



Le plan bissecteur du i" et du 3* dièdre est app3lé premier plan 
bissecteur, le plan bissecteur du a* et du ^* dièdre est le deuxième 
plan bissecteur. 

82. Projections d'nn point. Épure, du point. — Soient A un 
I)oint quelconque de l'espace, a sa projection sur le plan horizontal, 
ai sa projection sur le plan vertical {fig. 95). Le plan akai contenant 

les perpendiculaires Aa 
et Aai aux deux plans 
de projection est per- 
pendiculaire simultané- 
ment à ces deux plans, 
et par suite perpendi- 
culaire aussi à leur in- 
tersection xy ; soit alors 
a le point de rencontre 
de la ligne de terre et 
du plan aAoi ; les deux 
droites aa, aai étant 
contenues dans le plan 
aAai et passant par le 




S^dLèdre 



4^càèdr€ 



Fig. 95 



pied de la perpendiculaire xy à ce plan sont elles-mêmes perpendicu- 
laires à ayy. 

Rabattons maintenant le plan vertical sur le plan horizontal en le 
faisant tourner autour de la ligne de terre, et supposons que la rota- 
tion s'effectue dans le sens indiqué sur la ûgure par les flèches, de 
manière qu'après le rabattement la région supérieure du plan vertical 
vienne s'appliquer sur la région postérieure du plan horizontal, tandis 
que la région inférieure du plan vertical vient coïncider avec la région 
antérieure du plan horizontal. Pendant la rotation, le point a, qui est 
sur la charnière xy, ne bouge pas ; la droite aai du plan vertical ne 
cesse pas d'être perpendiculaire à la ligne de terre, par suite si d est 
le point du plan horizontal avec lequel vient coïncider ai, la demi- 
droite aa' est perpendiculaire à xy et on a aa' =.j.a\\ 7.a et aa' forment 
alors une seule droite perpendiculaire à la ligne de terre. 

La figure formée par la ligne de terre et les deux^ points a, a' con- 
stitue Vépure du point A (y?gr.96).Le point a est dit la projection hori-, 
zontale du point A, et le point a' la projection verticale de ce même 
point (quoique, en réalité, il soit le rabattement de la projection ver- 
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ticale réelle ai). On désigne toujours un point de l'espace par ^ne 

lettre nlajuscule, sa projection horizon- 
tfl' talc par la lettre minuscule correspon- 

( dantc et sa projection verticale par cette 

I même lettre minuscule accentuée, et on 

X 1^^ y se borne à énoncer les deux projections 

( en plaçant la projection horizontale la 

! première; ainsi le point {a, a') est le 

itf point A de l'espace doat les projections 

Pig. 9e horizontale et verticale sont respective- 

m^nt a et a'. 
La dé&nition même de Tépure d'un poiikt permet d'émcmcer le 
théorème suivant : 

83. Théorème. — Daiu tosie épwre les deux projections d'un point 
sont sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. 

La perpendiculaire à la ligne de terre qaî unit les deux projections 
d'un point se nomme une ligne de rappel, 

(Dans les épures faites au tableau ou sur le papier, les lignes de 
rappel doivent toujours être figurées par un trait pointillé ou par un 
trait plein à l'encre de couleur, rouge, en général). 

84. Réciproque. — Dans une épure, deux points a, a' situés sur 
une même^igne de rappel peuvent êlre considérés comme les projections 
d'un point parfaitement déterminé dans l'espace. 

En efiTet, soient deux points a, a', situés dans le plan horizontal, 
sur une même perpendiculaire a%a' à. la ligne de terre {fig* gô). 
Faisons tourner le plan horizontal autour de la ligne de terre, dans 
le sens opposé à celui indiqué par les flèches, de manière à l'amener 
en coïncidence avec le plan vertical ; après cette rots^tion, le point a' 
coïncide avec un certain point ai du plan vertical, tel que la demi- 
droite afli soit perpendiculaire à la ligne de terre et que aai = aa'. 
Les deux droites «a, aai étant perpendiculaires à xy, leur plan aaai 
est aussi perpendiculaire à xy, et par suite aux deux plans de pro- 
jection ; la perpendiculaire élevée en a au plan horizontal, et la per- 
pendiculaire élevée en ai au plan vertical sont alors contenues toutes 
deux dans le plan aaai ; comme elles sont respectivement perpendi- 
culaires à des plans non parallèles, elles ne sont pas elles-mêmes 
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parallèles, et par 'suite se rencontrent en un .point A. Les points a, 
Xi sont évidemment les projections horizontale et verticale de ce 
point A, et coihme, lorsqu'on rabat le plan vertical sur le plan hori- 
zontal dans le sens indiqué par les flèches, le point a^ vient en af, il 
en résulte que a et a! sont, dans Tépure, les projections du point A. 

85. Cote et élolgaement d'un point. — La cote d'un point de 
l'espace est le nombre qui mesure la distance de ce point au pian 
horizontal, ce nombre étant affecté du signe -+■ ou du signe — sui- 
vant que le point est, par rapport au plan horizontal, du même côté 
que la partie supérieure ou la partie inférieure du plan vertical. 

Dé même, Véloignement d'un point de l'espace est le nombre qui 
mesure la distance de ce point au plan veilical, ce nombre étant 
affecté du signe -h ou du signe — suivant que le point est, par rap- 
port au plan vertical, du même côté que la partie antérieure ou la 
partie postérieure du plan horizontal. 

Le tableau ci-dessous donne les signes de la cote et de l'éloignement 
d'un point situé à l'intérieur de chacun des quatre dièdres formés 
par les plans de projection : 

COTE ^LOIGIIBIIBNT 

i»»" dièdre 

a* dièdre 

3« dièdre 

H* dièdre 

On dit quelquefois que : 
Les points à cote positive sont aa-dessus du plan horizontal, 

— cote négative — au-dessous — 

Les points à éîoignement positif sont en avant du plan vertical, 

— éîoignement négatif — en arrière — 
La cote d'un point du plan horizontal est nulle. 

' L'éloignement d'un point du plan vertical est nul. 
. La cote et l'éloignement d'un point de la ligne de terre sont nuls, 
La cote et l'éloignement d'un point du premier plan bissecteur 
sont égaux et de même signe; en effet, d'abord ils sont égaux en 
valeur absolue, car les points du plan bissecteur d'un dièdre sont à 
égale distance des faces de ce dièdre ; ensuite, ils 'sont de même signe, 
puisque le tableau ci-dessus montre que la cote et l'éloignement des 
points du premier dièdre et du troisième dièdre sont tous deux 
positifs ou tous deux négatifs. De même, on voit aisément que la 
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cote et réloignement d'un point du deuxième plan bissecteur sonl 
égaux et de signes contraires. 

86. Théorème. — Dans tQute épure, la distance de la projection 
verticale d'un point à la ligne de terre est égale à la valeur absolue de 
la cote du point ; la distance de la projection horizontale de ce même 
point à la ligne de terre est égale à la valeur absolue de Véloignement 
du point. 

Reportons-nous à la figure gÔ ; le quadrilatère Aaaai est un rec- 
tangle, tous ses angles étant éyidemment droits : les côtés opposés 
sont donc égaux et l'on a 

Aa = aia = a'a, 
Aai = aa. 

87. Aspects divers de Tépure d'un point. — Nous allons exa- 
miner les positions occupées par rapport à la ligne de terre par les 
projections d'un point, suivant le dièdre à l'intérieur duquel il est 
situé, c'est-à-dire suivant les signes de la cote et de l'éloignement 
de ce point. Nous conviendrons d'abord que, dans toute épure, la 
portion du tableau pu de la feuille de papier située au-dessous ou en 
avant de la ligne de terre ûgure la partie antérieure du plan horizon- 
tal, tandis que la portion située au-dessus de la ligne de terre figure 
la partie postérieure du plan horizontal. 

10 Points du v^ dièdre, — Soient 
A un point situé à l'intérieur du 
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Fig. 97 



Fig. 98 



premier dièdre (fig. 97), a et ai ses projections sur le plan horizon- 
tal et sur le plan vertical ; a est dans la région antérieure du plaiii 
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horizontal et ûi dans la rèffion supérieare da plan vertical ; par 
suite, après le rabattement du plan vertical sur le plan horizontal, 
ai vient en a! dans la région postérieure du plan horizontal. Donc, 
dans répure du pohit A < JiflL 98). la projection hariaontate est au- 
dessous de la ligne de tene, la pn»}ectîon «fertioale ott-^decsos. 

2* Points du a" dîèdne. — Soient 
B un point situé à lintérieur du 




l 
b' 



P 



Fîg. 99 



Ffg. 100 



deuxième dièdre (fig.. 99), 6 et 61 ses projections sur le pilan hori- 
zontal et sur le plan vertical ; b est dans la région poster lemre du 
plan horizontal et bi dans la région supérieare du plan vertical ; par 
suite, après le rabattement du plan vertical sur le pian hoiizonial, 
bi vient en b' dans la région postérieure du plan horizontal. Donc, 

les deux projections du point B 
sont au-dessus de la ligne de terre 
(fîg. 100). 




Fig. lot 



C 



Fig. 1W2 



y 



.3^ Points du 3' dièdre. — Soient G un point situé à rintérieur du 
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troisième dièdre {Jig. ibi), c et ci ses projections sur le plan hori- 
zontal et sur le plan verlical ; c est dans la région postérieure du plan 
horizontal et Ci dans la région inférieure du plan verlical ; par suite, 
après le raballcment du plan vertical sur le plan horizontal, Ct vient 
en & dans la région, antérieure du. plan horizontal. Donc, dans l'épure 
du point G {fig. 103), la projection horizontale est au-dessus de la 
ligne de terre et la projection verticale au-dessous, 

4° Points du 4« dièdre. — Soient D un point situé à l'intérieur du 
quatrième dièdre [fig. io3), d et di ses projections sur le plan hori- 
zontal et sur le plan vertical ; d est dans la région antérieure du plan 

horizontal et[di dans la région infé- 
rieure du plan vertical ; par suite 
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n/H 



3 



y 
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Fig. 103 



Fig. 104 



après le rabattement du plan vertical sur le plan horizontal, le point 
di vient en d! dans la région antérieure du plan horizontaj. Donc, dans 
répure du point D {fig, io4), les deux projections sont au-dessous de 
la ligne de terre. 

En résumé, les points situés dans le i" ou dans le 3« dièdre ont 
leurs projections de part et d'autre de la ligne de terre, les points situés 
dans le 2* ou le 4* dièdre ont leurs projections d'un même côté de la 
lijne de terre ; 

9u encore : 

^es points à cote positive ont leur projection verticale au-dessus de la 
ligne de terre, les pc ints à cote négative ont leur projtclion verticale au- 
dessous de la ligne de terre; les points à éloignement positif ont leur pro- 
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Jeclion horizontale au-dessous de la ligne de terre, les points à éloigne- 
menl négatif ont leur projection horizontale au-dessus de la ligne de 
terrô. 

88. Application. — Faire l'épure dfan point dont on donne la cote 
et l'éloignemcnl. 

Soit, par exemple, à construire les projections du point A dont la 
cote est -h 5 et l'éloignement — a. 
Ce point est dans le a' dièdre, puisque sa cote est positive et son 

éioignement négatif; ses deux projec- 
I tions sont donc au-dessus de la ligne de 

I terre. Ayant alors choisi une longueur 

+ arbitraire nu pour représenter Tunité de 

S~» ♦« longueur!^. io5), on élève une per- 

+ pcndiculaire à la ligne de terre en Tu» 

. I . de ses points a, et, sur cette perpendi- 
culaire, on porte, à partir du point oc 
^' ^ et au-dessus de xy, une longueur 

aa! == 5au et une longueur «a = auv ; a et o' sont les projection» 
cherchées. 



89. Épure d'une figpire quelconque. — Connaissant la position 
d'une figure F dans Fespace, on peut construire les projections de 
tous ses points, puisqu'on peut connaître la cote et l'éloignement de 
chacun d^eux ; l'ensemble des projections horizontales des points de 
la figure F constitue la projec^io/i horizontale de cette figure j l'ensemble 
des projections verticales des mêmes points constitue la projection 
verticale de la figure ; le dessin tout entier est Yépure de la figure. 

Inversement, lorsqu'on a l'épure d'une figure quelconque de l'es- 
pace, on peut connaître sa position par rapport aux deux plans de 
projection, puisque la position occupée par chaque point de la figure 
peut être déterminée à l'aide de ses deux projections (84). Nous ver- 
rons plus tard qu'on peut déterminer également la grandeur de tou» 
les éléments de la figure. 
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§11. 
Points remarquables. 



90. En géométrie descriptive, on appelle points remarquables ceux 
dont les projections présentent, sur Tépure, des positions particu- 
lières ; ce sont les points du plan horizontal, ceux du plan verlical et 

les points de la ligne de terre. 

lO Points situés dans le plan hori- 
zontal, — Tout point E ou F du 

f 
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Fig. 106 



Fig. 107 



plan horizontal coïncide avec sa projection horizontale (fig. io6) ; sa 
cote est nulle, par suite sa projection verticale est sur la ligne de 

terre ; tels sont les points (e, e') du 
I" et du 4« dièdres, (/,/) du ae et 
du 3e dièdres ( fig, 107). 
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Fig. 108 



Fig. 109 



2° Points situés dans le plan vertical. — Tout point situé dans le 
plan verlical, tel que G ou H, coïncide avec sa projection verticale 
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1 éloignement est nul ; donc sa projection horizontale 
est sur la ligne de terre ; tels 
sont les points (g, g') du i'^ 

et du î" dièdres, (ft, h'} du 3" 
. et du i' dièdres {fig. 109). 
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'oints sur la ligne do terre. — Ces points coïncident avec leun 
projections; tel est le point (i, f) ( fig. no et m). 
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§1 

Représentation de la droite. 



91. Projcelions d*une droite. — Nous avons vu (4) que si une 

droîle n'est pas perpendiculaire à un plan, sa projection sur ce plan 

est une droite, qu'on obtient en joignant les projections de deux 

points quelconques de cette droite. 

Une droite AB de l'espace a donc, en général, pour projection 

horizontale la droite ab obtenue en 
joignant les projections horizontales 
a et b de deux de ses points A et B, 
et pour projection verticale la droite 
a'b' obtenue en joignant les projections 
verticales de ces mêmes points. La 
figure I la formée par la ligne de terre 
et les deux droites nb, a*b' est Vépure 
^^' **^ de la droite AB, et pour énoncer cette 

diolte, on dit simplement : la droite (a5, a'b'). 




92. AâciPiiOQUBMEttT, deax droites qaelconques ab, a'b' (fig. iia} 
tracées dans une épure peuvent aéjxiRALEMKNT être considérées comme 
les proJeeUans horizontale et verticale d'une droite AB parfaitement 
déterminée dans l'espace. 

En effet, relevons le plan vertical de manière à l'amener dans sa 
première position {flg. ii3); la droite a'b* vient alors en ai6i. Toute 
ligne de l'espace dont la projection horizontale est ab est contenue 
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dans le plan P mené par ab perpendiculairement au plan horizonta) 

de projection ; de même, 
■g toute ligne dont la projection 
verticale estai&i dans l'espace 
(ou (ïb' dans l'épure) est 
contenue dans le plan P' 
mené par ai&i perpendiculai- 
rement au plan vertical de 
projection ; donc la ligne dont 
les projections horizontale et 
verticale sont respectivement 
ab et a'b' est contenue à la 
fois dans les plans P et P' ; 
c'est nécessairement la droite 
d'intersection AB de ces deux 
plans . 
Les plans P et P' sont appelés les plans projetant horizontalement 

et verticalement la droite AB. 




Fig. 113 



93 . Exceptions. — La démonstration précédente suppose que les 
plans P et P' se coupent ; s'il en était autrement, la droite AB ne 
serait plus définie. Elle suppose encore que la droite AB admet deux 
droites comme projections, c'est-à-dire n'est perpendiculaire ni 
au plan horizontal ni au plan vertical (4). 

Il y a donc lieu d'examiner à part les cas suivants : 

10 les plans P et P' sont parallèles ; 

2** les plans P et P' sont confondus ; 

3«> les plans P et P' se coupent suivant une droite perpendiculaire 
à l'un des plans de projection. 

10 Les plans P et P' sont parallèles. — Dans ce cas, les plans P et 
P' n'ayant pas de droite commune, ab et a'b' ne peuvent être les 
projections d'aucune droite de l'espace . Or, pour que les plans P et 
P' soient parallèles, comme ils sont, le premier perpendiculaire au 
plan horizontal, le second perpendiculaire au plan vertical, il faut' 
qu'ils soient simultanément perpendiculaires aux deux plans de pro- 
jection et par suite perpendiculaires à la ligne de terre (fig, ii4). Les 
droites a6, aibi qui sont dans ces plans, sont alors elles-mêmes per- 
pendiculaires à la ligne de terre, mais elles ne la rencontrent pas au 
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même point; après le rabattement du plan vertical, l'épure se com- 
pose de deux droites ab, a'b' 
V / perpendiculaires à la ligne de 

terre en des points distincts 
ifig- "5). 




a 



a 



y 



Pig. 114 



Fig il5 



L'impossibilité d'une épure comme celle de la figure ii5 apparaît 
d'ailleurs a priori, si l'on observe que les deux projections d'un point 
de la droite ne peuvent pas être sur une môme ligne de rappel (83). 

a* Les plans P et P' sont confondus, — Si le plan P' est confondu 

avec le plan P, pour 
la même raison que 
dans le cas précédent le 
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Fig. 116 
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Fig. 117 



plan P est perpendiculaire à la ligne de terre {fig. ii6), et les droites 
ab, aibi, qui sont contenues dans ce plan, sont elles-mêmes perpen- 
diculaires à la ligne de terre ; d'ailleurs elles la rencontrent au même 
point, le point a où xy coupe le plan P, de sorte qu'après le rabat- 
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texne»t du plan vertical, ab et a'I/ forment dams Té^re une même 
perpendîcalaiTe à la ligne de- terre {Jig, 117). Lorsque cette circon- 
stance se présente, toale iigne du plan P, et enparUculier toute droite 
ÀE de eeploi^ a pour projections horizontale et verticale les droites ab 
et a'b\ 

3"* La droite ^intersection AB des plans ^ et V est perpendiculaire 
à l'un des plans de projection. — Supposons, par exemple, que les 
plans P et P', distincts et non parallèles, se coupent suivant une 
droite AB perpendiculaire au plan vertical tfiç, ir8). Lephm P pro- 
jetant horizontalement cette droite est lui-même perpendiculaire 
au plan vertical, et, comme il est déjà perpendiculaire au plan hori- 
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Fig. 118 



Fig. 119 



montai, il est perpendiculaire à la ligne de terre oyy ; il en est de même 
de la droite ab qui est contenue dans ce plan P ; répure présente 
l'aspect de la figure 119. Dans ce cas, quoique la droite AB soit l'in- 
tersection des plans P et P', ellecie peut avoir pour projections les 
droites ab et a'b\ car sa projection verticale doit se réduire à un point ; 
on arrive aux mêmes conclusions en supposant la projection hori- 
zontale ab quelconque et la projection verticale a'6' perpendiculaire 

k la ligne de terre. 

En résumé, la proposition 'du n» 92, pour être rigoureusement 
exacte, doit être modifiée de la façon suivante : 

Dans toute épure, deux droites ab, a'b' qui ne sont ni Vune ni l'auire 
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perpendicalaires à la ligne de terre {fig. f i3] lont l«s projections d'ane 
droite parfaiitinent déterminée dans l'espace. 

Lorsqu'une tenta des droites ab, db' est perpendiculaire à la ligne de 
'erre (Jig~ 119), ou torsq\ïeUes sont toutes deux perpendiculaires' à la 
Ugne de terre en det points dijfirenls {Jîg. ii5), il n'existe aucune droite 
de ^espace doni Us projeeliont totent ab et a'b'. 

Si les droites ab, db' sont perpendiculaires à la ligne de terre aa 
même point {fig. 1 1^), U y a an« infinili de droites dont les projections 
sont ab et tiW. 

94. Plans d« proIU. Droites de protil. — Un plan de profil est 
un plan perpandicuUire à la ligne de Isrie. 

Toute droite contenue dans un plan da profil et non perpèn^ulaire 
à l'un des plan» de projection est une droite de profil; il s'ensuit évi- 
demment qu'une droite de pro&i est perpendicul^e k la ligne de 
terre. 

De la remarque faile plus haut (^, i"), il résulte que toute droite 
de proSI AB (fig. 116) a ses deux projections ab, a'b' dirigées sui- 
vant une même perpendiculaire à la ligne de terre [fig. 117); mais, 
inversement, la dloito AB n'est pas déterminée par ses deux projec- 
tions, qui sont aussi les projections de toute droite contenue dans le 
plan P. 

Pour représenter la droite AB, ilfout 
alors nécessairement se donner les pio- 
joclions horizontale et verticale de deux 

de ses points {a, a') et it.b') (fig. no); 

y les points A et B dont les projections 
sont respectivement {a.a'i et ib,b') sont 
alors parfaitement déterminés (Si) et il 
en est de même de la droite AB qui 
Flfl. lao tesjoint. 

93. Problème, — Étant données les projections ab et a'b' d'une 
droite de l'espace et l'une des projections d'un point de cette droite, 
trouver l'autre projection. 

Supposons, par exemple, qu'on se donne la projection horizontale 
c d'un point de la droite (fig. lai). D'abord c doit être pris su» la 
projection horizontale ab deladroite. La projection verticale (f cher* 
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chée se trouve alors à Tintersection de la ligne de rappel du point c 

et de la projection verticale a'b' de 
la droite, car, d'une part, les pro- 
jections d'un point sont toujours 
sur une même ligne de rappel (85), 
et, par définition, tout point d'une 
ligne a ses projections sur les pro- 
jections de même nom de cette 
ligne. 

Rem\rque. — Si la droite est de 
^*5- ^'* . profil, la construction précédente 

est en défaut, puisque la ligne de rappel du point c et la projection 
verticale de la droite sont confondues. 

Nous indiquerons plus loin une solution de ce cas particulier par 1» 
méthode du changement de plan vertical. 

96. Problème. — Étant données les projections ah, dh' cCane 
droite de l'espace, trouver sur cette droite un point dont on se donne soit 
la cote, soit l'éloignement. 

Soit à déterminer sur la droite {ab, a'b') (fig, laa) le point dont 

la cote est -h 3, Tunité de longueur 

^l^- r étant uv. 

1° La projection verticale du point 
cherché se trouve, d'une part, sur 
a'b'; d'autre part, elle est à 3 unités^ 
de distance au-dessus de la ligne de 
terre (86; ; c'est donc le point d'inter- 
section m' de a'b' avec la parallèle B- 
à xy menée à 3 unités de distance 
au-dessus de cette droite. En rappe- 
lant ensuite m' en m sur ab, on a 
^ ^ en (m, m') les projections du point 

"'«• ^"^ cherché. 

2« De même, si l'on veut chercher le point de la droite dont 
l'éloigncment est -h a, on remarque que sa projection horizontale 
est le point n, intersection de ab avec la parallèle St menée à xy, 
à a unités de distance au-dessous de cette droite (86). En rappelant 
ensuite n en n' sur a'b', on a en (n, n') le point cherché. 
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II. 



Traces d*ane droite. 

97. Définitions. — Le point où une droite rencontre le plan hori- 
zontal est la trace horizontale de cette droite, le point où elle ren- 
contre le plan vertical est sa trace verticale, 

98. Problème. — Déterminer les traces horizontale et verticale 
d'une droite dont on donne les deux projections. 

Soient ab, a'h' les deux projections de la droite [fig. ia3) dont on 

cherche les traces. 

D*abord la trace horizontale étant 
par définition un' point du plan, 
horizontal, sa projection verticale est 
sur la ligne de terre (90, i»); cette 
projection verticale est donc le 
point h' où la projection verticale 
a'6' de la droite rencontre ajy, et, en 
rappelant le point h' en h sur la 
projection horizontale ah, on obtient 
la trace horizontale [h, h'). 

De même, la trace verticale étant, par définition, un point du plan 
vertical, sa projection horizontale est sur la ligne de terre (90, 20), 
c*cst le point v où la projection horizontale ab de la droite rencontre 
xy ; en rappelant v en v' sur a'6', on a la trace verticale (v, v'). 

Remarque I. — Ce problème n*est qu'un cas particulier de celui du 
n** 96. On peut renoncer en effet : 

Trouver sur une droite : 1° le point de cote nulle (trace horizontale) ; 
2» le point d'éloignement nul (trace verticale). 
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Fig. l'23 



Remarque IL — Généralement, au lieu de dire que les traces hori- 
zontale et verticale d'une droite sont (h, h') et {v, v'), on se borne 
à dire que h est la trace horizontale et v' la trace verticale ; lorsque les 
points h et v' sont connus, on a, en efîet, immédiatement les points h' 
eiv k llntersection de la ligne de terre et des lignes de rappel des 
points heiv'. 
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Remarque ni. — Puisque deux points déterminent une droite, en 

particulier^ si l'on se donne les deux traces 
{h, h') et (v, t/) d'une droite, [fig ia3), 
cette droite est déterminée, car ses pro- 
jections sont tiv et h!v\ Il y a exception 
cependant pour les droites rencontrant 
la ^ne de terre, car le point {%, à') où 
une telle droite rencontre xy {fig. £a4) 
est en même temps sa trace horizontale et 
sa trace verticale; pour déterminer corn- 
plètement la droite, il faut nécessairement 




Fig. 124 



en connaître un deuxième point (a, a'). 

09. Reconnafire les diverses régions de Tespace traversées 
par uae droite. — Les points de rencontre d'une droite avec les 
plajis de projection, c'est-à-dire les traces de la droite, limitent évi- 
demment les pof lions» de cette droite situées dans les différents diè- 
dres> Soit alors une droite dont les traces sont (/i,/i'}, (v,v') (fig, laô); 
prenons un point quelconque (m^m') sur cette droite; ce point est 
dans le i*' dièdre, puisque sa projection horizontale est au-dessous 





Fig. 125 



Fig. 126 



de la ligne de terre et sa projection verticale au-dessus. Gomme tous 
les points de la portion indéfinie (um, v'm') sont dans le même cas, 
cette portion de droite est dans le i'^'" dièdre. 
Tout point (n,n') du segment (u/i, v'h') a ses deux projections au- 
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dessus de la ligne de terre, donc ce segment est coatenu dans le 
a* dièdre. 

Enfin tout poiitt (p^p^) de la portion mdéftnie (/ip, h'p') a sa projec- 
tion horizontale au-dessus de la ligne de terre et sa protection ver- 
ticale au-dessous, donc cette partie de la droite est tout entière dans 
la 3« dièdre. 

En résumé, si un mobile se déplace sur la droite dans le sens de 
la flèche, il est dans le i" dièdre jusqu'au point (u.u'), traverse lé 
plan vertical en ce point, se meut ensuite dans le a" dièdre jusqu*au 
point {hM'), où il traverse le plan hofrizontal, puis, à pairtir de ce point, 
reste co^tamment dans le â^ dièdre. 

Dans les épures ia:5, laô, 137, laS, qui représentent une droite dans 
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diverses positions, les chiffres 11', aa', 33', 44' indiquent les portions de 
la droite appartenant respectivement au i®'", au a*, au 3' et au 4" diè- 
dres. En supposant les plans de projection opaques et Tobservaleur 
placé dans le i'"' dièdre, les seules portions de droite visibles sont 
celles situées dans le !•' dièdre ; leurs projection» sont représentées 
en traits pleins, tandis que les projections de» portions de droite 
cachées sont représentées en pointillé. 



HT. 



Droites concoarantes. Droites parallèles. 



iOO. Nous allons examiner maintenant à quelles conditions deux 
droites données par leurs projections sont concourantes ou paral- 
lèles, c'est-à-dire contenues dans un même plan. 
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Tb<ui<ic> — La eondiiîoa nécmaire H smjjpwamie pomr que deujt 
droUet données par îeart projeeUans we renœntreni est qme le» projet- 
Urnis de même nom de ces deax droUes 9e campent en demx points sitaês 
sur une même ligne de rappel. 

La condition eei nécessaire. — Eoeflet, soient AB, CD deox drûtes 
de l'espace se renconlrant en nn point O ; les projections o et o' de 
ce point appartiennent anx projections de même nom de chacone des 
droites, et de plus, tS$* dles sont sur une mèmeligne de rappel *fig. 1 99). 

Jmi condition est suffisante. — Car si les projections de même nom des 

denx droites ab, dV et ed^ €€ se 
coupent anx points o et o\ et si 
ces points sont sur une même li^o 
de rappd. d'une part il exbte un 
point O de l'espace dont les projec- 
tions sont o, o' (84), et, d'autre part« 
ce point est évidemment commun 
aux deux droites. 

Remabque. — La démonstration 
précédente, qui suppose distinctes les 
projections des deux droites, ne s'ap- 

FIg. 129 "^ •* 

plique pas évidemment si l'une 
des deux droites est de profil. 

101. Corollaire. — Si deux 
droiles ont une projection commune 
et si les autres projections se cou- 
pent, ces deux droites se rencon- 
trent. 

En effet, soient deux droites 
{ah, a'b') et (ah, dd') ayant même 
projection horizontale ah, leurs 
projections verticales se coupant au point 0' [fig, i3o) ; rappelons o" 
en sur ah ; le point (0, 0') est évidemment un point commun 
aux deux droites. 

102. Théorème. — Deux droites parallèles ont leurs projections de 
mêmes noms parallèles. 
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Cela résulte immédiatement de ce que deux droites parallèles se 
projettent sur un même plan suivant des droites parallèles, ainsi que 
nous l'avons démontré précédemment (6). 

103. Réciproque. — Deux droites dont les projections de mêmes 
noms sont parallèles sont également parallèles entre elles. 

En efiTet, soient {ab, a'U), (cd, &d') deux droites telles que ab et 
cd soient parallèles ainsi que a'b' et c'd' (fig, i3i). Si Ton relève le plan 
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vertical, les droites a'b' et c'd' viennent en ai6i, cidi et sont encore 
parallèles (fig. i3a]. La droite AB, dont les projections 'Sont ab et 
ai6i, est à rin 1er section du plan AB&a mené par ab perpendiculai- 
rement au plan horizontal et^ du plan ABai&i mené par ai&i per- 
pendiculairement au plan vertical ; la droite CD, dont les projections 
sont cd et cidi, est à Tintersection des plans CDcd, CDcidi construits 
de la même manière ; or les plans AB&d, CDcd sont parallèles, 
puisqu'ils sont menés par les deux droites parallèles ab, cd, perpen- 
diculairement à un même plan ; de même les plans ABai&i, CDcidi 
sont aussi parallèles entre eux. Ces quatre plans forment donc un 
prisme dont les quatre arêtes sont parallèles entre elles ; or les* deux 
droites AB, CD sont précisément deux des arêtes de ce prisme, elles 
sont donc parallèles. 

Si les droites ont une projection commune, la projection horizon- 
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taie par exemple, leurs proieotions verticales étant poredlèles, ces 
droites soat encore parallèles entve elles, comme intenedians de 
deux plans parallèles (les plana qui les projetteot varfîcalenteni) par 
un troisième (le plan unique qui les projette horizontalement Tune 
et l'autre). 

Remarque. — La démonstration précédente ne s'applique que si 
les projections de chacune des droites AB «t CD sont (fisltinctes. 
Elle est par suite en défaut lorsque les deux di^oiles ôonâées sont de 
profil ; les projections de mêmes noms de ces deux droites sont bien 
parallèles^ mais les quatre plans projetants, au lieu de former un 
prisme, se réduisent à deux plans parallèles, les plans de profil con- 
tenant les deux droites, et les conditions ne sont plus suffisantes. Nous 
reviendrons plus loin sur ce cas particulier. 

104. Problème. — Reconnaître que deux droites {ab, a'6'), (cd, c'd^) 
se rencontrent, lorsqite les projections de mêmes noms de ces droites ne 
sont pas parallèles et ne se coupent pas dans les limiies de l'épure. 

Prenons deux points quelconques {jn,m')t (p,p') sur la première 





/i 




JL 


A"' 


. 


/ \, 




***T 


\ 


m-L 








i\ 


/ 


1 






jV 


» 






_| 




X : 


i /?i 






i ^ 




/C 


d 


\i 




7n)C 


/ ^ 






1 


«/ 


"^ 




f 


\! 



\n 




Tlg. 133 



•Pîg. 134 



droite et deux points quelconques (7i,3i'), iq^q') sur la «econde \fig. i8S 
et i34) ; si les deux droites se rencontrent, elles aorit dans ^un même 
plan P et tes droites (mn, mV), (pg, p'q') qui ont chacune deux 
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points dans ce plan y sont également contenues tout entières, donc 
elles sont, ou concourantes, ou parallèles. 

Réciproquement, si les droites (mn, m'n')^ {pq, p'q') sont conoou- 
rantes ou parallèles, elles sont dans un même plan qui contient aussi 
les deux droîtes données pfuisque chacune d'elles a deux points dans 
ce plan ; or ces deux droites ne sont pas parallèles puisque, d'après 
l'hypothèse, leurs projections de même nom ne sont pas parallèles; 
donc elles se rencontrent. D'où deux méthodes pour vériQer que les 
droites données se rencontrent : ' 

i"* ou bien Ton choisît les points m,n, p,ç de manière que mn et pq 
soient parallèles et alors m'n' et p'q' doivent également être parallèles 
[fig- i33); 

2^ OU bien Ton choisit les points (m,m'), (n,/i'), (p,p'), {q,q') de manière 
que les protections de mêmes noms des droites (mn, m'n'), {pq, p'q') 
se coupent en deux points 0,0' situés dans les limites de l'épure ©t 
on vérifie que ces points et o' sont sur une même ligne de rappel 
(fig. i34). 

Reharqui;. — Si les droites (abs «'6'), {cd, c'a!) sont parallèles, les 
droites (mn, m'n'), (pq, j/q[), déterminées comme nous l'avons dit, 
sont encore parallèles ou concourantes, car elles appartiennent au 
plan déterminé par les deux droites parallèles données. 



i05. Prel>léiiie. — Mener par un point (m,m') une parallèle à une 
droite donnée (^, a'b'j. 

Cas général, — Il suffît de mener par les projections du point donné 
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les paiallèlcs mn, m'n' aux projections de même nom de la droite 
donnée {fig. i35}, et l'on a les projections de la droite cherchée (io3}. 
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Cas où la droite donnée est de profil. — Si la droite doaaée est de 
profil et déterminée par deux points (a.af), (b,b') {fig. i36), pour lui 
mener une parallèle par le point {m,m'), on trace les droites am, dm', 
puis Ton mène bu, Vn' respectivement parallèles à ces droites et l'on 
marque les points n et n' où elles rencontrent la ligne de rappel 
mm! : les points {m,m% {n,n') déterminent une droite de profil paral- 
lèle à la première (io4* Rem.). 
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§iv. 

Droites remarquables. 

106. On appelle droites remarquables les droites parallèles ou per- 
pendiculaires aux plans de projection ou à la ligne de terre. 

1* Horizontales, — Une droite parallèle aa plan horizontal s*appelie 
une horizontale. Tous les points d'une horizontale ont même cote, 

par suite leurs projections verticales sont à la 
même distance de la ligne de terre : il s*ensuit 
que la projection verticale H' d'une horizontale 
est parallèle à la ligne de terre (fig. iS'j); la 
projection horizontale H est quelconque, elle 
est parallèle à la droite de Tespace (5, III). 
Fig. 137 lj^ trace verticale v' d'une horizontale se déter- 

mine comme pour une droite quelconque (98), mais la construction 
indiquée pour déterminer la trace horizontale tombe en défaut, puis- 
que la projection verticale de la droite ne rencontre pas la ligne de 

terre : une horizontale n'a pas de trace /lori- 

V' h' zontale. 

" ^ Une droite H du plan horizontal coïncide 

^J\^ évidemment avec sa projection horizontale 
(yîgf. i38), et sa projection verticale H' coïncide 
Fig. 138 avec la ligne de terre, puisque tous ses points 

ont une cote nulle. 

jjo Droites de front, — Une droite paraltèle aa plan vertical s'appelle 
une frontale ou encore une droite de front. Tous les points d'une 
droite de front ont même éloignement, par suite leurs projections 
horizontales sont à la même distance de la ligne de terre ; donc la 
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projection hûrîzontale F d'une droite de front est parallèle à la ligne de 
terre (fig, iSg); la projection verticale F', qui est quelconque, est 
parallèle à la droite dans l'espace. La trace horizontale h se détermine 
comme pour une droite quelconque, mais une droite de front n*a pas 
de trace verticale. 





y 



"^ F . 

Fig. 139 . ***«• **0 

Une droite (F. F') du plan vertical coïncide avec sa projection verti- 
cale F' et sa projection horizontale F coïncide avec la ligne de teri*e 
{fig, i4o). 

3° Droites parallèles à la ligne de terre, — Une droite parallèle à la 
ligne de terre est à la fois une horizontale et une droite de front, donc 
ses deux projections ab et a'b' {fig: i4i) sont parallèles à la ligne de 
terre ; une parallèle à la ligne de terre n*a ni trace horizontale ni trace 
verticale. 
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4* VerticaleM, — Une àxoxiQ perpendiculaire au plan horizontal s'ap- 
,0' pelle une uer^icate; sa projection hori- 

zontale se réduit à sa trace horizontale 
(5, I), et sa projection verticale V est 
la perpendiculaire à la ligne de terre 
menée par le point o (fig, i4«). Une ver- 
ticale est une droite de front particu- 
lière, elle n'a donc pas de trace verticale, 

5« Droites de bout, — Une droite per- 
pendiculaire au plan ver/îca/ s'appelle une droite de bout; sa projection 

Chollbt bt Minbur, I. ^ .7 



D 



Fig. 143 



98 GéOMÉTRIB DESCRIPTIVE 

ferticale se réduit à sa trace verticale o\ et sa projection horizon- 
tale D est la perpendiculaire menée par o' à la ligne de terre 
(fig, i43). Une droite de bout est une horizontale particulière ; elle n'a 
pas de trace horizontale. 

60 Droites perpendiculaires à la ligne de terre. — Ce sont les droites ^ 
de profil, que nous avons déjà signalées (94). 

IV. 

Passage de la méthode des plans cotés à oelle des deux 

plans de projeotion. 

i07. Passage de la représenlation d'un point en géométrie 
•cotée à sa représentation dans on système de deox plans de 

, projection. — Soit a(3,2) Tépure 
d'un point en géométrie cotée 
(fig, i44}. Imaginons un système de 
deux plans de projection dans lequel 
le plan de comparaison est pris 
comme plan horizontal, la ligne de 
terre étant une droite xy arbitraire- 
ment tracée dans Tépure. La pro- 
jection horizontale du point est a ; 
pour avoir sa projection verticale, 
il suffit de porter sur la perpendi- 
2 3 culaire menée à xy par a, et au- 

Éeheile. dessus de œjy une longueur aa' 

pig 1^4 égale à 3 unités 2 dixièmes de Té- 

chelle du dessin. 
Inversement, étant donné un point (a, a!) dans le système de deux 
plans de projection défini par une ligne de terre xy^ pour avoir sa 
représentation en géométrie cotée, lorsqu'on prend le plan horizontal 
comme plan de comparaison, il suffit de mesurer, à l'échelle du ^es- 
«in, la distance a' cl de sa projection verticale à œy^ d'inscrire le 
nombre obtenu à côté de la projection horizontale, et de supprimer 
la projection verticale, ainsi que la ligne de terre. 

108. Passage de la représentation d'une droite en géométrie 
cotée à sa représentation dans na système de deux plans de pro- 
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jection. — Soit a(3,2) 6(5,8) (/î^f- ï45) l'épure d'une droite en géomé- 
trie cotée. Imaginons un 
système de deux plans de 
projection dans lequel le 
plan de tomparaison «st 
pris comme plan horizon- 
tal, la ligne de t^rre étant 
«wetînMte ocy aAîlraîre- 
ment tracée dans T épure. 
La jMHitieclÂon hoiizoifctftle 
de la droite reste ab et sa 
projection verticale s'ob- 
tient iee ^oignanl lei pro- 
jections verticales a' et h' 
des points A. et B ol)lenues 
comme nous l'aToas mon- 
tré précédemment (107). 
Inversement, étant donnée une droite (a6, a'b') dans un système de 
deux plans de projection défiai par «lae U^eub de terre a?^, pour avoir 
sa représentation en géométrie cotée, en prenant le plan horizontal 
comm« plan de comparaison, on mesure, à l'échelle du dessin, les 

cotes a'a et 6'p de deux points <(«, a') et 
(6, h') de la droite, on inscrit les nom- 
bres trouvés à côté des projections 
horizontales de ces points et on sup- 
pi^ime la projection verticale ainsi que 
la ligne de terre. 

109. Apt)lication. — En particulier, 
si l'on prend xy parallèle à ah (fig. i46), 
la droite (a6, a'b') est de front par rapport 
au plan vertical choisi (106, 2*>), par 
suite AB est projetée en vraie grandeur 
sur le plan vertical (5, 111) en a'b'. 
En outre, on obtient en b'xy l'angle de la droite AB avec le 
plan horizontal, car cet angle qui est l'angle formé par la droite AB 
avec sa projection ab est contenu dans le plan vertical de trace ab et 
se projette en vraie grandeur en b'xy sur le plan vertical de projec- 
tion (5, III). 
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EXERCICES 



i. Déterminer sur une droite donnée par ses projections 'un jMinf 
dont le rapport de la cote à l'éloignement soit donné. 

2. Mener par un point donné une horizontale dont la trace verti- 
cale soit à une distance donnée d'un point donné du plan vertical. 

3. Mener par un point donné par ses projections une horizontale et 
une droite de front qui rencontrent une droite également donnée par 
ses projections. 

A. Étant données deux droites par leurs projections, déterminer la- 
verticale et la frontale qui rencontrent ces deux droites. 

5. Étant données deux droites par leurs projections, déterminer une 
troisième droite rencontrant les deux premières, connaissant l'une de 
ses projections. 

6. Mener par deux points donnés par leurs projections deux droites 
parallèles, sachant que la droite joignant leurs traces horizontales (ou 
leurs traces verticales) a une direction donnée. 

7. On définit un triangle ABC sur une épure en se donnant les^ 
projections de ses sommets. Trouver les piojections des médianes de 
ce triangle. . 

8. Déterminer sur une horizontale ou une droite de front donnée 
un point dont on connaît la distance à la ligne de terre. 
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Représentation du plan. 

liO. Gomme nous l'avons déjà indiqué (33), un plan, en géomé- 
trie descriptive, pourra toujours être représenté par les projections 
de deux droites concourantes. 

1^11. Problème. — Un plan étant défini par les projections de deux 
droites concourantes, construire: i° les projections d'une droite du plan; 
a* les projections d'un point du plan. 

Soit le plan déterminé par les deux droites (oa^ o'a'), (ob, o'b'), qui 
«e coupent au point (o, o') {Jîg, 147 et i48). 

i© Prenons un point quelconque (m, m') sur la première droite 
{Jig. 147) et un point quelconque (n, n') sur la seconde ; la droite 
{m Al, m'n') est une droite du plan donné. 

On peut aussi mener par un point quelconque (m, m') de la 
droite (oa, o'a') (Jîg. i48), la parallèle (mn, m'n') à la droite (06, o'h') 
et on obtient encore par ce procédé une droite du plan donné. 

a* En prenant (96) un point quelconque (p, p') sur la droite (mn. 
^ m'n') (Jig, 147 et i48), on a les projections d'un point du plan donné. 

112. Problème. — Connaissant l'une des projections d'une droite 
IB d'un point situé dans un plan donné, trouver l'autre projection de la 
droite ou du point 

I* Soit par exemple mn la projection horizontale d'une droite 
située dans le plan déterminé par les droites concourantes {oa*o'a') 
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et (ob, o'h') ifig. 147 et i4S). On sait que deux droites situées dans un 
même plan sont concourantes ou parallèles ; la droite cherchée ne 





Fig. 147 



Fig. 148 



pouvant cire parallèle à la fois aux deux droites {oa^ o'a') et (ob, o'V). 
puisque ces droites se coupent» rencontre au moins I'iuk d'elka. 
Supposons qu'elle rencontre {oa, o'a!) ; sa projection horixoatale mft. 
coupe alors nécessairement oa en un point m ; en relevant m en 
m' sur o'a', on a un premier point de la projection verticale incoo- 
nue. Deux cas peuvent maintenant se présenter : ou bien mn ren- 
contre également ob en un point n {fig. 147), et en relevant n en a' 
sur o'b' on a en m'/i' la projection verticale de la droite ; ou bien 
mn est paFaHèle à ob {fig. 148), et te projection verticale cherchée 
est la parallèle m'n! à o'b' menée par Je point m'. 

2° Soit p la projection hoiizontals d'un pokif du pian (fig. t^j et 
i48); pour déterminer la projection verfîcaÏB dte ce point, on trace 
une droite quelconque ma passanït par p, puis on détermine comme 
précédiMnment la projeetiont verfcicalie mW de la (feoite da pfon donf 
la projection horiBontaiw est mn ; eis. retevant esMuHfe p en p' tur 
m'n', on a la projection vertieale dm pc^nt. 

Un raisonnement analogue permet d'obtenh* la projection hori- 
zontale d'une droite ou d'un point situés dans un plan, connaissant 
la projection verticale de cette droifte^ ou de ce peint. 

Remarque I. — Si la projection horizontale mn de la droite dont 
on cherche la projection verticale passe par le point où se coupent 
les projections horiaon taies des droiltes qui déterminent le plan 
{Jîg. 149), le raisonnement précédent n'est phis applicable; on con- 
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slruit alors comme plus haut les projections cd et <fdf d'une droite 
quelconque du plan, on marque le point p où se rencontrent cd et 

m/i. on rappelle p en p' sur c'cf , et 
la projection verticale cherchée est 
la droite o'p'. Cela revient à substi- 
tuer, pour définir le pian, la droite 
(«d, cd') à Tune des droites (oa, oV) 
ou iob, o'b'). 

Remarque IL— De même, lorsque 




Fig. 149 

la droite mn rencontre hors 
des limites de l'épure la pro- 
jection horizontale ob de Tune 
des droites définissant le plan 
{fig: i5o), on substitue à 
cette droite une autre droite 
(cd, c'd') du plan, choisie de 
manière que «a projection ho- 
rizontale rencontre mn en un 




Fig. 150 



point p situé dans le cadre de l'épure; on obtient alors la projection 
verticale m'p' de la droite cherchée en appliquant la méthode générale 
au plan déûni par les droites (oa, o'a') et (cd, c'd'). 

Remarque III. — Le problème précédent permet de reconnaître si 
une droite (mn, m'n') appartient au plan défini par les deux droites 
ioa, (ia') et {ob, o'b'). Il suffit, en effet, de chercher la projection ver- 
ticale de la droite du plan dont la projection horizontale est mn; 
suivant que cette projection verticale coïncide ou ne coïncide pas avec 
m'n\ la droite appartient ou n'appartient pas au plan. 

On reconnaît de la même manière qu'un point donné par ses pro- 
jections est ou n'est pas situé dans un plan défini par deux droites 
concourantes. 
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ill. 

Traces d'an pian. 

113. Définltloiifl. — La droite d'intersection d'un plan avec le 
plan horizontal s'appelle la trace horizontale de ce plan ; de même, la 
droite d'intersection d'un plan avec le plan vertical est la trace verti- 
cale du plan. 

Lorsqu'un plan contient la Ugne de terre, ses traces coïncident avec la 
ligne de terre. 

Les traces d'an plan parallèle à la Vgne de terre sont eUesmêmes 
parallèles à la ligne de terre, car le plan donné et les plans de projec- 
tion forment un prisme triangulaire dont les arêtes, qui sont des 
droites parallèles, sont précisément les traces du plan et la ligne de 
terre. 

Les traces d'un plan non parallèle à la ligne de terre se coupent sur 
la ligne de terre, car si a est le pSint de rencontre de cette droite et du 
plan, a est le sommet d'un trièdre dont les faces sont le plan donné 
et les plans de projection, et dont les arêtes sont la ligne de terre et 
les traces du plan. 
Souvent, au lieu de définir un plan par deux droites quelconques, 

on le définit par ses 

traces; ce mode de re- — ^ 

présentation ne diffère 

pas au fond du premier, 

car les traces d'un plan ^ ^ 

sont deux droites con- 
'Courantes ou parallèles p ÔT 

du plan. 
Ainsi, si «P et aO Fig. i55 

Flg. 151 

sont respectivement les, 
traces horizontale et verticale d'un plan rencontrant la ligne de terre 
{fig. i5i), ûfP est une droite du plan qui coïncide avec sa projection 
horizontale et dont la projection verticale est la ligne de terre (io6, i») ; 
de même, «Q est une droite du plan coïncidant avec sa projection ver- 
ticale et dont la projection horizontale est xy (io6, a»), 

La figure i Sa est l'épure d'un plan parallèle à la ligne déterre 
défini par ses traces aP et PQ, elles-mêmes parallèles à xy. 
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Pour montrer l'équivalence des deux modes de représentation, 
nous allons résoudre les problèmes qui permettent de passer de l'un 
à l'autre. 



H 4. Problème. — Construire les traces (Tan plan défini par deucp 
droites concourantes. 

Cas général. — Soit un plan défini par deux droites (oa, oW), (ob, 
o'b') (fig. i53). La droite d intersection, de deux plans peut être 

considérée comme le lieu 
géométrique des points de 
rencontre des droites de l'un 
d'eux avec l'autre; il en résulte 
que chacune des traces d'un 
plan est le lieu des traces de 
même nom des droites de ce 
plan. 

Diaprés cela» en construi- 
sant comme nous l'avons dit 
(98) les traces horizontales 
a et & des deux droites qui 
définissent le plan, puis leurs 
traces verticales c' et d', on 
aura en ab la trace horizon- 
taie du plan et en &d! sa trace verticale. 
Ces deux traces doivent rencontrer œy au même point a ou lui être 

parallèles. Cette re- 
hj/C-^^^s marqué permet de 

vérifier l'exactitude 
des constructions 
ou d'éviter la con- 
struction de l'un des 
quatre points a, 6, 
d, d\ 




Fig. 153 




Fiff. 154 

en un point de la ligne de terre» 



115. Cas parti- 
culiers. — !• Les 
droites définissant le 
plan se rencontrent 
Les constructions précédentes 
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sont en défaut lorsque le plan est défini par deux droites (ab, a'b'), 
{ac, <fe'), se coupant en un point a de la ligne de terre {fig, i54)> car 
les traces horizontales .et verticales de ces deux droites sont alors con- 
fondues au point {a,a'); les deux traces du plan concourent en {a,a'), 
mais pour les obtenir il est nécessaire de construire un autre point 
de chacune d'elles. Pour cela, on construit une droite quelconque 
(bc, V&) du plan donné (m), puis on détermine sa trace horizontale d 
et sa trace verticale e' ; les traces horizontale et verticale du plan sont 
alors les droites ad et a'e'. 



1 



116. 



2° Le plan est défini par deux droites concourantes, Vune 

d'elles est parallèle à la ligne de terre. 
— Tout plan défini par une drdile 
quelconque (oa, o'a!) et une droite 
[ob, o'b') parallèle à xy (fig, i55) 
et rencontrant la première au point 
{OfO'), est lui-même parallèle à la 
ligne de terre ; donc ses traces sont 
aussi parallèles à xy (ii3), et pour 
les obtenir il suffit de chercher un 




Q 



Fig. 155 

point de chacune d'elles, par 
exemfAe les traces a et e' de 
la droite {oa, o'a') (98) ; les 
traces du plan sont alors les 
parallèles à la ligne de terre 
aP et PQ menées respective- 
ment par les points a et c'. 
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117. S*» Le plan est défini 
par deux droites parallèles à la ligne de terre, — Tout plan défini par 
deux droites (ab, a'b\) (cd, c'd) parallèles à xy (fig. i56) est lui-même 
parallèle à ojy et U en est de même de ses traces, de sorte qu'il suffit 
encore de chercher un point de chacune d'elles; il est impossible 
d'utiliser pou.' cela les droites qui définissent le plan, car eUes n'ont ni 
trace horizontale ni trace verUcale ; on construit alors une troiàiènae 
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droite [mn, m'n') du pian en jcngnant un point {m,m') pris sur la 
première à un point ln,n') pria sur !a seconde et on cherche les traces 
e et f de cette droite auxiliaire ; les traces du plan sont alors ies 
parallèlea ap et ^ menées à ay par les points e et /. Cela revient à 
substituer, pour déflnir k plan, la droite (mn. m'n') k l'une des deux 
droites données. 

Nous bornons là les exemples de cas particuliers qui peuvent se 
préseater ; d'ailleurs, d'une manière générale, on peut toi^jours être 
ramené au cas général en substituant une ou deux droites quelcon- 
ques du plan k l'une des droites données ou aux deux drcdtes 
données. 



118. ProbMBie. — Un plan ilaiU défini par ses traces, construire : 
1* les projeetioM d'ane droite de ee plan ; *' let projections d'un point 
da plan. 
Soit un plan PaQ défini par ses traces (Jig, 157). 
1° Prenons un point quelconque a sur la trace horizontale »P; 
ce point se projette verticalement en a* sur la ligne de terre{ii3). Pre- 
nons ensuite un point quelconque b' sur la trace verticale oQ ; ce 
point se projette horizontalement en b sur la ligne de terre (it3); la 
droite (ab, a'b'] est une droite du plan donné, car elle a.deux points 
dans ce plan. 
3' En prenant un point quelconque (m. m') sur la droite {ah, a'b'), 
on a les projections d'un point 
du plan donné. 

Be.marque. — En construi- 
sant, comme nous venons de 
l'indiquer {fig. 167), deux 
droites (ab. tfb'), (éd. c'd'i du 
plan P'Q, on passe du deuxiè- 
nie mode de représentaUon 
du plan au premier. Les deux 
droites ainsi construites étant 
dans un même plan doivent 
être concourantes ou paral- 
lèles, autrement dit les pro- 
jections de mêmes noms de 
deux points 0, 0' situés sur une 




I droites doivent se couper e 
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même ligne de rappel ou être parallèles : cette remarque permet de 
vérifier l'exactitude des constructions. 

119. Problème. — Connaissant l'une des projections d'une droite 
ou d'an point situés dans un plan défini par ses traces, trouver Vautre 
projection de la droite ou du point, 

i" Soit par exemple ab la projection horizontale donnée d'une 
droite d'un plan PaQ, non parallèle à la ligne de terre (fig, 167). La 
droite inconnue rencontre au moins l'une des traces du plan» puis- 
que ces traces sont, par hypothèse, concourantes ; par conséquent sa 
projection horizontale ab rencontre au moins l'une des droites aP ou 
xf (projection horizontale de la trace verticale aQ du plan). 

Supposons qu'elle les rencontre toutes deux, la première en a, la 
seconde en b ; le poiirt a se rappelle verticalement en a' sur xy (pro- 
jection verticale de la trace horizontale «P), le point b se rappelle ver- 
ticalement en b' sur aQ;la projection verticale de la droite cherchée est 
donc a'b'. 

Si le plan donné est parallèle à xy, il n'y a rien à changer au rai- 
sonnement précédent lorsque la droite ab rencontre à la fois œy et la 
trace horizontale du plan. 

Nous traiterons plus loin (lai et 128) le cas où ab est parallèle soit 
h xy, soit à ?tP. 

a* Soit m la projection horizontale d'un point du plan PaQ {fig, 167); 
proposons -nous de trouver sa projection verticale. Traçons une droile 
quelconque ab passant par le point m et cherchons comme précédem- 
ment la projection verticale a'b' de la droite du plan projetée horizon- 
talement en ab ; rappelons ensuite m en m' sur a'b' ; m' est la projec- 
tion verticale cherchés . 

On raisonne d'une manière analogue pour obtenir la projection 
horizontale d'une droite ou d*un point situés dans un plan défini par 
ses traces, lorsqu'on connaît la projection verticale de cette droite ou 
de ce point. 

§ in* 

Droites remarquables d'un plan. 

120. florizoniales d'un plan, — Les horizontales d'an plan sont 
les droites d'intersection de ce plan avec les plans parallèles au plan 
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horizontal. Par définition, ces droites sont des horizontales (i 06, i»); 
de plus elles sont parallèles entre elles comme droites d'intersection 
d'un même plan avec plusieurs plans parallèles entre eux. 

La trace horizontale d^un plan est une horizontale particulière du 
plan, donc elle est parallèle à toutes les horizontales du plan ; il résulte 
de cette remarque et du théorème démontré au no loa que : * 

Les projections horizontales des horizontales d'un plan sont parallèles 
à la trace horizontale du plan et leurs projections verticales sont paral- 
lèles à la ligne de terre. 

i21. Problème. — Construire les projections d'une horizontçile 
quelconque d'un plan. 

f Le plan est défini par dçux droites concourantes {oa, o'a\ {ob, o'h') 

{fig. i58). — On peut 
se donner arbitraire- 
ment la projection ver- 
ticale c'd, parallèle à 
œy, de l'horizontale 
cherchée (106, 1°), et 
l'on est ramené au pro- 
blème traité au n** iia ; 
on marque les points & 
et d' où la droite 
c'd rencontre les pro- 
jections verticales des 
droites données, et l'on 
rappelle ces points en 
c et rf respectivement 
sur oa et oh : la droite 




Pig. 158 

(cdj &(F) est une horizontale du plan. 



Pour avoir maintenant une autre horizontale du plan, il suffit 
de mener par un point quelconque du plan une parallèle à celle 
qu'on vient de déterminer. On peut prendre, par exemple, un point 
(m, m') sur la droite (oa, o'a') et mener mn parallèle à crf. m'n' 
parallèle à xy ; la droite (mn, m'n') est une deuxième horizontale du 
plan. 

Remarque I. — On peut définir l'horizontale par sa cote, ce qui 
revient à se donner la distance c'y. 
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Rebiaaque il — En suj^^osant la droite c^à confondue avec xy, 
les constructions précédentes donnent la trace horizcmtale du plan ; 
elles sont, dans ce cas, identiques à ceUes de l'épure de la figure i55. 

^ 2» Le plan est défini par ses tra- 

ces. — Soit jun plan PxQ défini 
par ses traces (fg. iBg). On peut 
encore se donner arbitrairement 
la projection verticale c'd!, pa- 
rallèle à xy, d'une horizontale de 
ce plan ; elle rencontre la trace 
verticale «Q du plan au point 
c', qu'on rappelle horizontale- 
ment en c SUT xy ; en menant 
ensuite par le point c la parallèle 
cd à la trace horizontale aP du plan, on a en cd et c'a' les projec- 
tions d'une horizontale de ce plan (120). 

On peut aussi se donner arbitrairement la projection horizontale 
cd de l'horizontale cherchée, à condition que cd soit parallèle à la 
traoe horizontale «P du plan ; cd rencontre ajy au point c, qu'on 
rappelle en c' sur la trace verticale aQ ; en menant ensuite la paral- 
lèle c^d' à xy, on a la projection verticale de l'horizontale. 

122. Droites de iront d'un plan. — Les droites de front on les 
frontales d'un plan sont les droites d'intersection de ce plan avec les 
plans parallèles au plan vertical. Ces droites sont, par définition, des 
droites de front, et elles sont parallèles entre elles, comme les hori- 
zontales du plan. La trace verticale d'un plan est une frontale parti- 
culière du plan, donc elle est parallèle à toutes les droites de front du 
plan ; d'où il résulte que : 

Les projections verticales des droites de front d'un plan sont parallèles 
à îa trace vieriicGf^, et lenrs projections horizontales sont parallèles à 
la ligne ée terre. 

123. Problème. — Construire les projections d'une droite de front 
d'un plan, 

1° Le plan eti défini per deux éroiies cooKourantes (oa, e'a')/ 
(06, o'b') {fig. 160). — On peut se donner ariâtrairement la projeo- 
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tion horizontaSe cd, parallèle à la ligne de terre, de la frontale 

cherchée ( i a 2 ) ; o n rappelle 
en & et d' sur o'a' et o'b' 
les points où la droite cd 
rencontre les projections 
horizontales oa et ob des 
- deux droites données; la 
droite (cd, c'd') est une 
droite de front du plan. 

On aura une deuxième 
frontale du plan en me- 
nant, par un point (m, m') 
de la droite (oa, o'a') par 
exemple, la parallèle {mn, 
m'n') à celle qui vient d'être 
obtenue. 




Fig. 160 



Remarqua. — En supposant cd confondue avec xy, les construc- 
tions précédentes donnent la trace verticale du plan ; elles sont en 
efifet, dans ce cas, identiques à celles de Tépure de la figure i53. 

2*» Le plan est défini par ses traces, — Soit un plan PaQ défini par 

ses traces (fig. 161). On peut encore 
se donner arbitrairement la pro- 
jection horizontale cd, parallèle à 
xy, d*une frontale de ce plan ; elle 
rencontre la trace horizontale «P 
du plan en un point c qu'on rap- 
pelle en c' sur xy, et par le point c' 
on mène la parallèle cd' à la trace 
verticale aQ du plan ; la droite 
{cd, c'd') est une droite de front 
du plan (132). 

On peut aussi se donner arbitrairement la projection verticale c'd' de 
la droite de front cherchée, à condition que &d soit parallèle à la 
trace Tcrticale «Q du plan (122) ; c'd' rencontre œy au point c', qu'on 
rappelle en c sur aP, et en menant la parallèle cd k xy on. a la j)ro- 
jection hori«oniale de la droite de front. 




124. Problème. — Connaissant l'une des projections d'un point 
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but* on plan défini par cm Iraeet, troavtr l'aalre profeclUin de ci 



. par exemple à trouver la projection verijcale d'un point situé 
e plan P<iQ, connaissant sa projection horizontale m {fig. iGa 



1') que la méthode générale pour résoudre ce 




Rie consiste à faire passer une droite arbitraire ab par le point m, 
cher la projection verticale a'bf de la droite du plan dont la 
tion horizontale est ah, puis à relever m en m' sur tih/. On rfm- 
es construcUons en prenant pour droite auxiliaire (a6, a'&'), 
^ soit l'horizontale [fig. i6a), 

soit ladroiU de front {Jig. i63) 
passant par le point cher- 
ché. 

128, Problème. — Con- 

ilraire les tfoees d'an plan 
défini par deux droites con- 
courantes, dont l'une est hori- 
zontale ou de front. 

Soit, par exemple, le plan 
déâni par la droite {oa, o'a') 
et l'horizontale {oh, o'b') qui 
rencontre la première droite 
eu point (o, o') (ftg. i64). 
misons la trace horizontale a et la trace verticale c' de la droite 




Fig. 164 
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{oa, o'a!) ; la trace horizontale du plan devant passet par a et être 
parallèle à ob [puisque la droite (06, o'b*) est une horizontale du plan 
donné] est la parallèle «P menée par le point a à o&; la trace verticale 
du plan s'obtient ensuite en menant la droite «Q, qui joint le point «, 
où la trace horizontale rencontre scy^ au point o*. trace verticale de 
la droite {oa, o^a'), , 

Pour vérifier l'exactitude des constructions, on s'assure que la trace 
vf.rlicale b* de l'horizontale. (o&, o'b') appartient à la trace verticale «Q 
du plan. 

Un raisonnement analogue permet de trouver les traces du plan 
lorsque Thorizontale (06, o'b') est remplacée par une droite de front'. 

126. Problème. — Construire les traces d'un plan défini par une 
horizontale et une droite de front concourantes. 

Soit le plan défini par l'horizontale (oa, c'a') et la droite de front 

(ob, o'b'), qui se rencontrent 
au point (0,0') {fig, i65). Con- 
struisons la trace horizontale b 
de la droite de front (06, o'b') 
et la trace verticale a' de l'ho- 
rizontale {oa, o'a'). En repre- 
nant le raisonnement du pro- 
blème précédent, on voit que 
la trace horizontale «P du plan 
est la parallèle à oa menée par 
le point b\ de même, la trace 
verticale Qa du plan est la 
parallèle à o'b' menée par le point a'. On vérifie ensuite que les deux 
traces ainsi construites rencontrent ary au même point . 

On peut même se borner à chercher, par exemple, la trace hori- 
zontale b de la droite de front (06, o'b') ; par ce point b on mène la 
parallèle aP à oa et l'on a ainsi la trace horizontale du plan ; la trace 
verticale s'obtient ensuite en menant la parallèle «Q à' o'b', par le 
point a où «P rencontre xy. 




127. Utilité des horizontales et des droites de front d'un 
plan. — Les horizontales et les droites de front d'un plan, qu'on 
Choixet et Mineur, 1 . 8 
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appelle quelqueMs les droUeê prineipaUê da plan, sont <f un emploi 
fréquent dan» les épures. EUes doueni Ueu, en effet, à dea tooés^ 
plus ûmj^es qae des droites choisie» atbîtrairaaent dans le plan; 
le lecteur a pu s'en rendre compte d^à en compasant les deux pro^ 
Ucmcs précédents à celui du n* ii4. B wmu dans la suite» qu'il y a 
souvent avantage, lorsqu'on a besoin de tracer une droite aujdliairo 
d*un plan, à c^oistf une horisentale ou une droite de front. 



|IV. 
Plans remarqpables. 

1^8. On appelle pto/is remarquables les plans perpendiculaires ou 
parallèles aux plans de projection. 



129. Piane verticaux. — On nomme pîan vertical tout plan per- 
pendiculaire au plan horizontal. 
Les plans verticaux jouissent des propriétés sij^vantes : 

lo Tout plan vertical a sa trace verticale perpendiculaire à la ligne 
de terre. 

En effet/ un tel plan et le plan vertical de projection sont tous 
deux perpendiculaires au plan horizontal ; donc leur intersection, 
c'est-à-dire la trace verticale du plan, est également perpendiculaire 
au plan horizontal, et par suite est aussi perpendiculaire à la ligne 
de terre, qui passe par son pied dans le plan horizontal. 

Ainsi le plan PaQ est un plan vertical 
{Jig. i66). 

2« Réciproquement, tout plan dont la 
trace verticale est perpendiculaire à la 
ligne de terre est un plan vertical. 

En effet, soit PaQ un plan dont la 
trace verticale «Q est perpendiculaire 
à xy (Jlg. i66): les plans de projection 
Fig. 16*5 étant rectangulaires, puisque la droit 

«Q contenue dans le plan vertical est 
perpendiculaire à leur intersection œy, celte droite est perpendlcu- 
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laire au plan horizontal; donc tout plan passant par aQ, et en parti- 
culier le {^n PaQ, est perpendiculaire au plan horizontal. 

<• 

3° Des propriétés qu'on vient de démontrer, il résulte qu'un plan 
vertical est complètement défini par sa trace horizontale, 

4** Tout point d'un plan vertical se projette horizontalement sur la 
trace horizontale de ce plan. 

En effet, soient M un point situé dans un plan vertical et m sa 
projection horizontale; on sait que si deux plans sont perpendicu- 
laires, toute perpendiculaire abaissée d'un point de l'un d'eux sur 
l'autre est contenue tout entière dans le premier. i>onc, la projetante 
Mm du point M, qui est perpendiculaire au plan horizontal, est 
contenue dans le plan vertical donné ; par suite le point m, qui est 
la trace horizontale de cette projetante, est situé sur la trace horizon- 
tale de ce plan vertical. 

5*" Réciproquement, tout point dont la projection horizontale est située 
sur la trace horizontaie d^un plan pertical apparti&nt à ce plan vertical. 

En effet, si m est la projection horizontale d'un point M de l'es- 
pace et si cette projection appartient à la trace horizontale d'un plan 
vertical donnée la projetante Mm du point M est tout entière con- 
tenue dans ce plan vertical; le point M se trouvant sur cette proje- 
tante est lui-même dans le plan vertical. 

De ces deux dernières propriétés, il résulte que pour figurer les 
projections d'un point du plan vertical PaQ {fig. i66), il suffît de 
prendre arbitrairement un point m sur la trace horizontale «P et de 
marquer un point quelconque m' sur la ligne de rappel du point m; 
le point {m,m') est dans le plan vertical PaQ. 

6* n en résulte encore que toute figure située dans un plan vertical 
se projette horizontalement sur la trace horizontale du plan. 

130. PlanjB de bout. — On nomme plan de bout tout plan perpen- 
diculaire au plan vertical de projection. 

. Les plans de bout jouissent de propriétés analogues à celles des 
plans verticaux, elles se démontrent tout à fait de la même manière 
et nous nous bornerons à les énoncer : 

!• Tout plan de bout a sa trace horizontale perpendiculaire à la ligne 
de terre. Ainsi le plan PaQ {fig, 167) est un plan de bout. 
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20 Réciproquement, tout plan PoQ dont la trace horizontale est per- 
pendiculaire à la ligne de terre est un 
/ P^'* ^ bout. 

^/ 3<* Un plan de bout est complètement 

défini par sa trace verticale, 

4" Tout point d'an plan de bout se pro- 

V jette verticalement sur sa trace verticale. 

5* Réciproquement, tout point dont la 
projection verticale est située sur la 
trace verticale d'un plan de bout appar- 
tient à ce plan de bout. 
De ces deux dernières propriétés iL résulte qu*ea prenant un point 
quelconque m' sur la trace verticale du plan de bout PaQ (fig. 167) 
et un point quelconque m sur la ligne de rappel de ce point, le point 
dont les projections sont m et m' appartient au plan PaQ. 

6<^Ilen résulte également que tou/6 figure située dansanpUm de bout 
se projette verticalement sur la trace verliccde du plan, 

131. Plans horizontaux. — On nomme plan horizontal tout plan 
parallèle au plan horizontal. Un tel plan n*a pas de trace horizontale ; 

sa trace verticale est une droite H paral- 



f H 
T lèle à la ligne de terre {fig. 168), car H et 



I 



xy sont les droites d'intersection du plan 
! vertical de projection avec deux plans 

jc I y parallèles. 

! Un plan horizontal est un plan de bout 

! particulier ; donc tout point (m, m') d'un 

* plan horizontal a sa projection verticale m' 

sur la trace verticale H du plan {fia, 168). 

Fig. 1G8 f ^J if f 

Toute figure contenue dans un plan ho- 
rizontal se projette horizontalement suivant une figure égale (5, III). 



132. Plans de front. — On nomme plan de front tout plan paral- 
lèle au plan vertical. Un tel plan n'a pas de trace verticale ; sa trace 
horizontale F (fig. 169) est parallèle à la ligne de terre, car F et xy 
sont les droites d'intersection de deux plans parallèles avec le plan 
horizontal. 
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Un plan de front est un plan vertical particulier ; donc tout point 

{mM) d'un plan de front a sa pro- 
jection horizontale m sur la trace 
horizontale du plan. 
Toute figure contenue dans un 
m" plan de front se projette verticale- 
ment suivant une figure égale (5, 

"T ni). 



■m' 



m f 

Fig. m 

i33. Plans de profil. — On ap* 
pelle plan de profil tout plan perpendiculaire à la ligne de terre ; un 

tel plan est donc simultanément perpen- 
diculaire aux deux plans de projection. 
Les traces <xP et aQ d'un plan de profil 
sont dirigées suivant une même perpendi- 
y" culaire à la ligne de terre ijig, 170), 

On a les projections d*un point situé dans 

un plan de profil en marquant deux points 

quelconques m et m' sur la droite PQ 

suivant laquelle sont confondues les traces 

Fig. no du plan. 

Toute droite d'un plan de profil est une droite de profil (94) ; ses 

projections sont confondues avec les traces du plan. 



P 
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13^. Plans passant par la ligne de terre. — Nous avons déjà fait 

remarquer que les traces d'un 
tel plan sont confondues avec la 
ligne de terre (11 3) ; on achève 
généralement de le déterminer 
en se donnant les projections 
d'un point quelconque {m, m!) du 
plan (fig, 171). 

Toute droite contenue dans 
un plan passant par la ligne de 
Fiff. 171 terre devant être parallèle à la 

ligne de terre ou la rencontrer, 
ses projections sont parallèles à œy [Ex. : (am,a'm'),flg. 171], ou se 
coupent sur œy [Ex. : (hm,Vm'), fig. 171]. 





a' 


m 


t y 




Y 


/ 




X 


'\ 


\ 


y 



rrC 



^\ 



118 



GEOMETRIB DESGRIPTIYS 



135. Plans fiamllèles à la ligne de terre. — Noos ayons vu 
précédemment que les traces d'un tel plan sont parallèles à la ligne 
de terre (ii3). 



V. 



Passage de la représentation du plan en géométrie cotée 
à sa représentation en géométrie descriptive. 

136. Soit le plan P défini par une échelle de pente (Jî^. 173); 

proposons-nous, par exemple, 
de déterminer les traces de 
ce plan dans le système de 
deux plans de projection dé^ 
fini par la ligne de terre xy, 
lé plan de comparaison étant 
pris comme plan horizontal 
de projection. On a d*abord 
immédiatement la trace hori- 
zontale «Pi du plan en me- 
nant la perpendiculaire à 
réchdle de pente au point 
a(o) de cette droite. 
Quant à la trace verticale, 

, ^ , c'est rintersection du plan 

I 2 vertical a?y avec le plan P,c*est- 

^''^''^^' à-dire (43, Rem.) la droite de 

^^8- 172 çg pjg^ (j^nt la projection 

horizontale est xy ; marquons, par exemple, sur cette droite le point « 
de cote zéro et la projection horizontale e du point de cote 2 de cette 
droite (43). La projection verticale & de ce dernier point s'obtient 
en portant sur la perpendiculaire élevée en c à a?/ une longueur cff 
égale à a unités de Téchelle du dessin, et la trace verticale du plan 
est, en projection verticale, la droite «c'. 

Réciproquement, soit PiaQi un plan défini par ses traces dans un 
système de deux plans de projection (flg. 17a) ; proposons-nous de Ûgu- 
T(S€ une échelle de pente de ce plan, en prenant le plan horizontal de 
projection comme plan de comparaison. On a déjà, toute tracée, la 
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trace horizontale aPi du pUn ; «n menant par exasiple la parallèle 
h'cf k asy k ti anités de l'éeteeUe du dessin au-dessus de xy, et en 
considérant cette parallèle comme la prej^ection verticale de l'hori- 
zontale de cote a du plan, on peut avoir aisément la projection 
horizontale hc de cette horizontale (lai}. La construction d'une 
échelle de pente P du plan s*en déduit immédiatement <37). 

1S7. AppMeutto*!. — Vn plan étant défini par une échelle de pente 
P {f,g. 173), définir un Système de deux plans de projection dans lequel 
le pîan donné sùit un plan de bout. 

Nous supposons, bien entendu , que le plan de comparaison est 

choisi comme plan horizontal de 
projection. 

Puisque la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un plan soit de 
bout est que sa trace horizontale soit 
perpendiculaire à la ligne de terre 
(i3o), il suffira donc de choisir la 
ligne de terre xy perpendiculaire 
aux horizontales du plan, c'est-à-dire 
parallèle à son échelle de pente. Les 
horizontales du plan deviennent 
alors des droites de bout : par exem- 
^cheiie pie^ l'horizontale de eote i , dont la 

^*g- ^'^^ projection horiiX)ntale est 6p, a 

pour trace verticale (106, 5«) le point h' situé sur le prolongement 
de 6?, à une unité de l'échelle du dessin au-dessus de xy. La trace 
verticale dti plan est ensuite la droite «Qi, obtenue (ii3) en joignant 
ati point 6' le point « où la trace horizontale rencontre xy. Le plan 
est ainsi représenté en Pi a Qi par ses deux traces. 




I VI. . 

Droites et plans parallèles. 

138 . Nous rappellerons les proposllioiis «uivantes, q«i'on démontre 
-en. géométrie : 

i"" Pour qu'une droite soit pcaraltèh à un plan, il fiiut et il suffit 
qu'elle soit paraUèle à imc droite du plan; 
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3* Pour que deux plans toient parallèles, il faut et il suffit que l'un 
d'eux contienne deux droites respectivement parallèles à deux droites 
CONCOURANTES sUuées dans Vautre plan. 






Fig. 174 



139. Problème. — Mener par an point donné une droite parallèle 
à un plan donné, 

D*après la première proposition rappelée ci-dessus, il suffit de 

mener par le point donné 
une parallèle à une droite 
quelconque du plan (io5). 
Le problème est donc in- 
déterminé. 
7 Si le plan est défini par 
deux droites concourantes 
{oa, o'a") et (o5. o'5') (fig. 
174), on mène par exemple 
par le point donné (m, m') 
la parallèle (mn, m'n') à la 
droite (oa, oW), 
Si le plan est défini par ses traces, on construit d'abord une droite 
de ce plan (118), et par le point donné on mène ensuite une paral- 
lèle à cette droite. 

140. Problème. — Mener par un point donné une horizontale ou 
une droite de front parallèle à un plan donné. 

On construit d*abord une horizontale ou une droite de front du 
plan, et on lui mène ensuite une parallèle par le point donné. Si le 
plan est défini par ses traces, il suffit de mener par le point une 
parallèle à sa trace horizontale ou à sa trace verticale. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire les épures. 

141. Problème. — Mener par un point donné un plan parallèle à 
une droite donnée. 

Il suffit, d'après la première proposition rappelée au n® i38, de me- 
ner par le point la parallèle à la droite donnée et de faire passer par 
celle droite un plan quelconque. Le problème est encore indéterminé. 
Ainsi, si (0, 0') est le point donné et (mn, m'n') la droite donnée 
(fiO- 174), on mène par le point (o, 0'), d'abord la parallèle (oa, o'a') à 
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(mn, m'n')t puis une droite quelconque (06, o'b') ; ces deux droites dé- 
finissent un plan répondant à la question. 

142. Problème. — Mener par une droite donnée un plan parallèle 
à une deuxième droite donnée. 

Si les deux droites sont parallèles, tout plan passant par Tune est 
parallèle à l'autre et le problème est indéterminé. 

Si les deux droites ne sont pas parallèles, il suffit, d'après la pre- 
mière proposition rappelée au no i38, de mener par un point de la pre- 
mière une parallèle à la seconde ; cette parallèle détermine avec la pre- 
mière droite le plan cherché. Ainsi, s'il s'agit de mener par la droite 
(06, o'b') le plan parallèle à la droite (mn, m'n') (fig. 174), par le point 
(0, 0') pris sur la première on mène la parallèle {oa, o'a') à la seconde ; 
le plan défini par les deux droites concourantes [oa, o'a') et (06, o'6') 
est parallèle à la droite (m/i, m'n'). 

143. Théorème. — Deux plans parallèles ont leurs traces de 
mêmes noms parallèles. 

En efTet, leurs traces horizontales sont parallèles comme intersec- 
tions de deux plans parallèles par le plan horizontal ; pour une raison 

analogue, les traces verticales des 
deux plans sont aussi parallèles . 

Réciproquement, si deux plans non 
parallèles à la ligne de terre ont 
leurs traces de mêmes noms parallèles, 
ces plans sont parallèles. 

En effet, puisque les plans ne sont 
pas parallèles à la ligne de terre, les 
traces de chacun d'eux sont concou- 
rantes. Ces plans sont alors parallèles, en vertu de la deuxième pro- 
position rappelée plus haut (i38). Ainsi, PaQ et PiottQi (fig- 17^) 
sont deux plans parallèles. 

Remarque. — Si les plans sont parallèles à la ligne de terre, ils ne 
sont pas nécessairement parallèles, quoique ayant leurs traces de mêmes 
noms parallèles, car l'un d'eux ne contient qu*une seule direction paral- 
lèle à l'autre. On trouvera à la fin du volume (Note, III) un théorème 
donnant sous forme de relation métrique une condition nécessaire et 
suffisante pour le parallélisme de deux tels plans. 
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144. Corollaive. — Les horizontales de deux plans parallèles sont 
parallèles ; il en est de même de Uurs droites de ftont 

En effet, d'après le théorème précédent, les traces de mêmes noms 
des deux plans parallèles sont parallèles et, d'autre part, on sait que 
les horizontales et les droites de front d'un plan sont respectivement 
parallèles à la trace horizontale et à la trace verticale de ce plan (120 et 



laa). 



145. Problème. — Mener par un point donné le plan parallèle à un 
pian donné. 

En vertu de la deuxième proposition ràppdiée phis haut (i38), il 
suffit de mener par le point donné deux droites parallèles à deux 
droites concourantes du plan donné ; ces deux droites déterminent 
le plan cherché. 

i" Le plan est défini par deux droites concourantes. — Soit par 
exemple à mener par le point (m, m') le plan parallèle au plan 

défini par les deux (k-cût-es 
(oa, o'a'), (ob, o'b') qui se 
coupent au point (o, 0') 
(fig, 176). Par le point 
(m, m') on mène les droi- 
tes {mn, m'/i'l, {mp^ m'p') 
y respectivement parallèles 
'aux droites définissaat le 
plan donné (io5) ; ces 
droites déterminent le plan 
cherché. 

Fig. 176 2^ Le plan est défini par 

ses traces. — Si le plan 
donné PaQ n'est pas parallèle à la ligne de terre {fig. 177), par le 
point (m, m') on mène Thoritontale (mn, m'n') parallèle à la trace 
horizontale (aP, xy) du plan, et la droite de ftront (mp, m'p') paral- 
lèle à sa trace verticale {ooy, cxQ) ; ces deux droites définissent le plan 
cherché. 

Si l'on veut déterminer les traces du plan, il est inutile de construire 
à la fois l'horizontale et la droite de front passant par le point (m, m'). 
Il suffit de mener, par exemple, la droite de front {mn^ m'n'\ paral- 
lèle à la trace vertige du plan PaQ et de déterminer sa trace 
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horizontale {«, n') (/fg. 178) ; le point n appartenant 'k la trace hori- 
zontale du plan cherché, on mène par ce point la parallèle «iPi à la 





Fig. 177 

trace horizontale a? du plan donné, et par le point ai où cette 
droite rencontre a?y, la. parallèle «iQi à aQ. Le plan cherché est le 

plan PiOiQi' 

On peut remplacer la droite de front (mn, m'n!) par Fhorizontale 
parallèle au plan donné passant par le xK)int (m, m!), ou, plus géné- 
ralement, par une droite quelconque parallèle à ce plan. 

3<> Le plan est parallèle à la ligne de terre et donné par ses 

traces, — Soient aP 
et pQ les traces du 
plan donné, (m, m') 
le point donné [fig, 
179). On construit 
d'abord les projec- 
tions ab et a'6' 
d'une droite quel- 
conque du plan 
(il8), puis, par le 
point (m, m') , on 
mène la parallèle (m/?, mW) à œy et la parallèle (mp, m'p') à la droite 
(ab, a'b') ; ces deux droites définissent le plan demandé. 

146. Problème. — Mener par une droite donnée un plan parallèle 
à un plan donné. 

Pour que le problème soit possible, il est nécessaire que la droite 
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soit elle-même parallèle au plan donné. S'il en est ainsi, on mène 
par un point de la droite une deuxième droite parallèle au plan ; 
cette parallèle et la droite donnée définissent le plan cherché. 



EXERCICES 



i . Construire les projections d'un point d'un plah donné, connais- 
sant la cote et l'éloignement de ce point. 

2. Connaissant les projections horizontales des quatre sommets 
d'un quadrilatère plan et les projections verticales de trois d'entre 
eux. trouver la projection verticale du quatrième. 

3 . Construire les traces d'un plan défini par deux droites dont, les 
projections de noms contraires coïncident. Expliquer le résultat. 

A, Construire les traces d'un plan passant par un point donné et 
parallèle à la ligne de terre et à une droite de profil. 

5. Un plan étant défini par ses traces, trouver les traces des plans 
symétriques du premier par rapport aux plans de projection. 

6. Connaissant un point d'une droite donnée et l'une des projec- 
tions de cette droite, trouver l'autre projection de la droite, sachant 
qu'elle est parallèle à un plan donné. 

7 . On donne un plan par ses traces, une droite par ses deux pro- 
jections : reconnaître si la droite est parallèle au plan. 

8. On donne un point A et, dans le plan horizontal, une droite D. 
Mener par A une droite dont la trace horizontale soit sur D et telle 
que A soit le milieu du segment déterminé par ses traces horizontale 
et verticale. 

9. On connaît les projections horizontales des milieux des côtés 
d'Un triangle et trois plans contenant chacun un des sommets du 
triangle. Trouver les projections du triangle. 

(Navale . ) 

10. Reprendre, dans le système des deux plans de projection, les 
exercices n**» lo, ii, la de la fin du chapitre II (Géométrie cotée). 
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CHAPITRE IV 



INTERSECTIONS DE DROITES ET DE PLANS 



§1. 

Interseotion de deux plans. 



147. Cas particulier. — Déterminer les projections de la droite 
d'intersection d'un plan perpe/idiculaire à l'un des plans de projection 
avec un plan quelconque. 

Soit par exemple à trouver la droite d'intersection du plan vertical 
ayant pour trace horizontale la droite «P (flg. i8o) avec un autre plan 
quelconque. On sait (lag, 6**) que toute Ûgure située dans un plan 
vertical se projette horizontalement sur la trace horizontale de ce 
plan, donc aP est la projection horizontale de la droite cherchée. 
Cette droite appartenant également au. deuxième plan, on est alors 
ramené à trouver la projection vei'ticale d*une droite de ce plan 

connaissant sa projection ho- 
rizontale «p, problème traité 
précédemment (iia et 119). 

Ainsi, si le deuxième plan 
est défini par deux droites 
concourantes (ou parallèles), 
(pa, o'a') et (06, o'b') {fig. i8o), 
on marque les points m et n 
où aP rencontre respective- 
ment oa et ob et on relève 

Fig. 180 . . / X / 

ces points en m' et n' sur 
a' et o'b' ; la droite d'intersection des deux plans donnés est 
(m/i, mV). 
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Les remarques du n* iia permettent de résoudre le problème dans 
les différents cas de figures qui peuTent se présenter. 

Le raisonnemjent est le même si le plan vertical est remplacé par 
un plan de bout, ou encore par un plan horizontal ou de front ; 
dans ces deux derniers cas, on est conduit à chercher soit une 
horizontale du deuxième plan connaissant sa projection verticale, 
M)it une droite de front de ce*méme plan connaissant sa projection 
horizontale, problèmes que nous avons également traités (lai etiaS). 

148. Problème général. — Déterminer la droite d'intersection de 
deux plans quelconques. 

MÉTHODE GÉNÉRALE, DITE DES PIANS AUXILIAIRES. — Cette méthode 

a déjà été exposée au n® 55. 

Pour définir l'intersection de deux plans P et Q {fig. 6a), il suffît 
d'en déterminer deux points. À cet effet : 

r On coupe les deux plans FetQ par un troisième plan auxiliaire R ; 

a» On cherche les droites dfiniersection D et ^ de B, avec P et Q. 
Ces droites ooncoarent, en fénèraU en un point M, qsû est évidemment 
an point de la droite d'intersection des deux plans P ei Q ; 

3o En utilisant un deuxième plan auxiliaire Ri, on obtient de la 
même manière un deuxième point Mi de cette intersection, qui est 
ainsi complètement définie par les deux points M et Mi. 

Pratiquement, il faut qu'on puisse trouver facilement les droites 
d'intersection des plans R^ Ri avec les plans P et Q ; on choisit 
généralement pour plans auxiliaires R et Ri des plans perpendicu- 
laires aux plans de profeciion, puisque, comme nous l'avons montré 
plus haut (i47). on obtient sans difficulté la droite suivant laquelle 
un tel plan coupe un plan quelconque. 

Nous allons appliquer cette méthode générale à quelques 
exemples. 

149. Exemple I. — Les deux plans sont définis chacun par deux 
droites concourantes. 

Soient (oa, o'ci'), (o5,o'd') les droites définissant le premier plan, 
(tfjCf «jV), (kid, oi*d') cdies quà défiiùsseat le secofid (fig. i8i). On 
prend généralement comme plans auxiliaires deux des huit plans 
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projetant h(»:izontaleinent et yeriicalement les quatre droites précé* 
dentés. 

Le plan de bout qui projette verticalement {oa, o'a') coupe le 
premier plan suivant la droite (oa, o'a') elle-môme ; il coupe le 
deuxième plan suivant la droite (e/, e'/)* qu'on détermine comme il 
a été indiqué au n" 147 ; les deux droites (oa, o'a') et {ef, e'f) se 
rencontrent au point (m, m') qui est un premier point de Tinter- 
seclion des deux plans. ' 

De la même manière, le plan vertical projetant horizontalement 
la droite (a>c, ca'c') coupe le deuxième plan suivant la droite («c, w'c') 
elle-même et le premier plan suivant la droite {gh, g'h') ; ces deux 
droites se rencontrent au point (n, n'), qui est un deuxième point de 
la droite d'intersection des deux plans donnés. Cette droite est donc 
(mn, m'n'). 

Remarqua. — Parmi les huit plans auxiliaires que Ton peut 




employer, on choisit ceux qui donnent lieu à des constructions res- 
tant dans les limites de l'épure. 

Si les constructions ne réussissent avec aucun d'eux, on a recours 
à des plans auxiliaires quelconques perpendiculaires aux plans de 



iâS 



GÉOMÉTaiE descripuye 



projection, mais choisis de manière que Ton puisse effectuer toutes 
les constructions nécessaires. 

L'avantage que présentent les plans auxiliaires que nous avons 
employés dans l'épure de la figure i8i consiste en ce que la droite 
dlntersection de chacun d'eux avec l'un des deux plans donnés est 
toute tracée. 

150. Cas particulier. — Les droites qai déterminent chaque plan 
concourent au même point. 

Soit à déterminer Tintersection du plan défini par les droites {oa, 
o'a') et (o&, o'h') avec le plan défini par les droites {oc, o'&) et (od, o'd') 
(Jig, i8a). Le point (o, o') est évidemment un point de cette intersec- 
tion, de sorte qu'U 
suffit d'en trouver 
un second point ; 
on ne peut pas utili- 
liser pour cela un 
des huit plans pro- 
jetant horizontale- 
ment et verticale- 
ment les droites 
données, car on 
retomberait mani- 
festement sur le 
point (o, o') ; on 
emploie alors, par 
exemple, un plan 
^'?- *8"2 horizontal auxiliaire 

H', qui coupe respectivement les deux plans suivant les horizontales 
(ap, a'p') et (yS, y'S') ; ces horizontales se rencontrent au point (m, m'), 
qui est le deuxième point cherché ; donc {om, o'm') est la droite d'in- 
tersection de deux plans. 

On aurait pu prendre comme plan auxiliaire un plan de front, ou 
encore un plan vertical ou de bout. 




151. Exemple II. — Les deux plans sont définis par leurs traces. 
Soient deux plans PaQ, PiaïQi, définis parleurs traces {flg. i83). 
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Les plans auxiliaires les plus simples qui se présentent dans ce 

cas sont les plans de pro- 
' ' 5- jection. Le plan horizontal 

coupe les deux plans sui- 
vant leurs traces horizon- 
tales (Pa, œy), (P,ai, xy)\ ces 
traces se rencontrent au 
point (a, a'). 

De même, le plan verti- 
cal coupe les deux plans 
suivant leurs traces verti- 
cales (xy, aQ) et (xy, a^Q,), 
qui se rencontrent au 

point (6, 6'). L'intersection 
des deux plans est donc la droite (a5, a'6'). 

Remarquons que les deux points (a, a') et (6, h') qui définissent la 

droite d'intersection des plans donnés sont respectivement la trace 

horizontale et la trace verticale de cette droite. 

Remarque. — Si l'un des plans, PiaïQi par exemple, est un plail 




Fig. 183 





Fig. 184 



Fig. 185 



vertical {fig, i84», on voit, en appliquant lés constructions précé- 
dentes, que la projection horizontale ab de la droite d'intersection 
des deux plans est confondue avec la trace horizontale «iPi du plan 
vertical; ce résultât pouvait être prévu, puisque toute figure d'un 

Chollrt bt Minbur, I. fi 
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plan vertical se projette horizontalement sur la trace horizontale de 
ce plan(ia9, 6*). 

De même, si l'un des plans est de bout et l'autre vertical {fig. i85), 
la projection horizontale ah de la droite d'intersection des deux plans 
est confondue avec la trace horizontale du plan vertical (139, 6<*), et 
sa projection verticale a'V est confondue avec la trace verticale du plan 
de bout (i3o, 6^). Dans ce cas, on n'a aucune construction à faire. 

152. Exemple m. — Les traces horizontales des deux plans sont 
parallèles. 

Soient deux plans PaQ, PiaiQi dont les traces horizontales aP et 

ai Pi sont parallèles {fig. 186) ; la 
droite d'intersection de ces plans 
est elle-même parallèle à ces tra- 
ces, c'est donc une horizontale. 
Or, le point de rencontre (6, 5') 
des traces verticales est un point 
de Tînlersection ; pour avoir 
celle-ci, il su^t alors de mener 
l'horizontale (6a, 6'a') de l'un 
des deux plans, passant par le 
point (5, b') (lai, ao). 

Si les traces verticales des deux 
plans sont parallèles, l'intersec- 
tion de ces plans est, de même, la droite de front de l'un d'eux 
passant par le point de rencontre de leurs traces horizontales. 

153. Exemple IV. — Les traces de mêmes noms des deux plans ne 
se coupent pas dans les limites de l'épure. 

Dans ce cas, on ne prend pas comme plans auxiliaires les plans de 
projection, mais deux plans parallèles aux plans de projection. 

Le plan horizontal H', par exemple, coupe le plan PaQ suivant 
l'horizontale {am, a'm') (fig. 187) et le plan PiaïQi suivant Thorizon- 
tale (&m, h'm') ; les projections horizontales de ces deux droites se 
:COupent au point m, qu'on relève en m' sur H' ; le point (m, m'] 
eai un premier point de l'intersection cherchée. On en obtiendra ua 
second point (n, n') en coupant les plans donnés par un autre plan 
horizontal G', et finalement la droite d'intersection des deux plans 
•est la droite (m/i, m'n'). 




Fig. 186. 
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On peut employer de la même manière comme plans auxiliaires 

deux plans de front, ou 
bien un plan horizon- 
tal et un plan de front, 
ou bien encore des 
plans verticaux ou de 
bout. 

15^i. Exemple V. 
— Les deux platis cou- 
pent la ligne de terre 
au même point. 

Soient PiQ, P,aQi 
deux plans coupant xy 
au même point (3t,a') 
(flg, i88); le point (a,a') 
est un premier point 
de rintersection. Pour en avoir un deuxième point, on a recours, 

par exemple, à un 
û plan horizontal 

auxiliaire H', qui 
détermine dans les 
pians donnés les ho- 
rizontales (am, a'm') 
et (bm, b'm'); les 
projections horizon- 
tales de ces droites 
se coupent en un 
point m qu'on rap- 
pelle en m' sur H' ; 
(m, m') est ledeuxiè- 



Fig. 187 




Fig. 188 



me point cherché et l'intersection des deux plans est la droite 
(am,a'm'). 



155, Exemple VI. — Les deux plans sont parallèles à la Ugne de 
terre. 

Supposons les deux plans déterminés par leurs traces, (Pa, Qp) 
pour le premier, (Piai, Qi?i) pour le second ( /t^. 189). Les deux plans 
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Fig. 189 



étant parallèles à aj, leur intersection est elle-même parallèle à xy, 

^ et il suffît dès lors d*en 

^ ^ trouver un point. Pour 

cela, on coupe les deux 
plans par un plan auxili- 
aire, le plan vertical ab par 
exemple , qui détermine 
dans les plans donnés les 
droites {ae, o!e') et (6d, 6'd').; 
les projections verticales 
de ces droites se coupent 
au point m', qu*on rap- 
pelle en m sur leur pro 
jection horizontale conl- 
mune ab; le point (mfVn!) é&i un point de Tintersection cherchée et 
celle-ci est la droite (mn, m'/i*) parallèle à œy. ' 

156. Exemple vn. — L*un des plans est défini par deux droites^ 

l'autre par ses traces. 

Soient (oa, c'a') et 
(o6, o'b') {fig. 190) les^ 
droites définissant le 
premier plan, et soit 
PaQ le deuxième plan. 
On emploie encore 
comme plans auxiliaires^ 
deux des plans proje- 
tant horizontalement 
et verticalement le*^ 
deux droites du pre- 
mier pian. Le plan de 
bout projetant vertica- 
lement {oa, o'a'), par 
exemple, coupe le pre- 
mier plan suivant cette 
droite elle-même et le 
second suivant la droite- 

(cd, c'dO (i5i, Rem.) ; ces droites se rencontrent au point {m,mf), qui 

est un premier point de llntersectiop cherchée. 




Fig. 190 
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De même, le plan de bout projetant verticalement (o6, o'6') coupe 
le premier plan suivant celte droite, et le deuxième suivant la droite 
(e/, e!f) ; ces droites se rencontrent au point (n,n'), qui est un deuxième 
point de l'intersection ; celle-ci est alors la droite (m/i, m'/i'). 

Remarque. — Si aucun des quatre plans auxiliaires que nous avpns 
indiqués ne donne des constructions restant dans les limites de Tépurc, 
on emploie d'autres plans verticaux ou de bout, ou des plans hori- 
zontaux ou de front choisis convenablement. 



157. Exemple vm. — L'wi des plans passe par la ligne de terre. 

Supposons que l'un des plans donnés soit défini par xy elle point 

^a,a') ; nous allons montrer comment on peut trouver Tintersection 

d'un tel plan avec un autre plan, en faisant diverses hypothèses sur 

la façon de définir ce dernier. 

!• Le deuxième plan est défini par deux droites concourantes, — En 
joignant le point (a,a^) à deux points distincts pris sur xy, on obtient 
deux droites appartenant au premier plan, et on est alors ramené 
au premier exemple traité (i49). 

a» Le deuxième plan est défini par ses traces et rencontre œy, — Soit 
PaQ ce deuxième plan (/iflf. 191); le çoint (a, a') où 'il rencontre 

xy est déjà un premire 
' point de l'intersection. 
Pour en obtenir un second, 
on emploie un plan auxi- 
haire passant par le point 
(a, a'), par exemple un plan 
vertical ac ; ce plan ren- 
contrant la ligne de terre 
au point c coupe le pre- 
mier plan donné suivant 
la droite (ac, a'c)\ il coupe 
le plan PaQ suivant la 
droite (6c, 6'c')(i5i, Rem.). , 
Ces deux droites se rencon- 
trent au point (m, m'), qui 
est le deuxième point cher- 
ché. La droite d'intersection des deux plans est donc (am, a'm') . 

3® Le deuxième plan est défini par ses traces et est parallèle à xy, — 




134 GiOMÉTRIE DBSCBIPTITE 

Soient Pa et Q^ les traces du deuiième plan, parallèles à sty 
(ftg. igi)- Les deux plaos donnés étant parallèles à la ligne de terre, 
leur intersection est elle- 
même paraUL'le à 37 et 
iisurat des lors d'en trou- 
~ ver un potnt ; poaF cela, 
on emploie comme précé' 
dcmment un plan aoii- 
lia ire passant par le point 
(ffl, a'), le plan Tertical oc 
par eiemple;ce plan, ren- 
contrant la ligne de terre 
P * ""an point e, coupe le pte- 

pj„ ,gj mier plaa donné suivant 

la droite (oc, o'c), il coupe 
le plan (Pa. Ql) suivant la droUe {be, b'c') (i&t, Re^n.) ; ces deux 
droites se rencontrent au point (m. m'), qui est un point de l'inter- 
gccLion cbercliée; celle-ci est donc la parallèle (nui, m'a') à xj. 



Q 


e" 


p 




"v^.'-' 






.■,^Ki\ 




X 


: : : y^ 


y 




'./' 


" 



III- 



IB8. Uéthode générale. — Pour (routier ie paini commin à trois 
platis P, Pi, Pî : 

1" On cherche la droite AB d'intersection det plant P ei Pi ; 

2° On cherche la droite CD d'inierieelion des plans P et Pi, 

Le point eomman à A.B et CD, lorsque ces droites concoarent, est 
le point cherché. 



139. Solution graphique. — Soit à trouver le point C' 
Imis plans PiQ. PmQi. PusQ^. définis par leurs traces (^3. 198). 

Les plans PiQ et Pi jiQi se coupent suivant la droite (ab, a'b'f. 
- P=Q et P,a,Qî - — {ed.c'd'i. 

Les droites (ab, a'b') et {cd, c'a') se rencontrent au point (m, m", 
qui est le point clierché. 
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Remarque. — La droite (e/, c'/), suivant laquelle se coupent les 
plans PioiiQi et P2a2Q2 doit, bien entendu, passer également au 




Fig. 193 

point (m, m'). En construisant cette droite, on peut ainsi vérifier ' 
l'exactitude des constructions. 



lin. 



Intersection d*nne droite et d'un plan. 



160. Cas particulier. — Trouver le point d'intersection d'une droite 
quelconque avec un plan perpendiculaire à l'un des plans de projection. 

Soit, par exemple, à déterminer l'intersection de la droite [ab.a'b') 
avec le plan vertical PaQ (fig^ igd)." Nous savons (129, 4®) qne tout 
point d'un plan vertical se projette horizontalement sur la trace 
horizontale du plan ; donc la projection horizontale m du point 
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cherché est à l'intersection de ab avec aP, et on obtient sa projec- 
tion verticale m' en rappelant m sur 
a'*'. 

On obtient de la même façon les 
projecUons du point de rencontre 
d'une droite quelconque avec un 
plan de bout. 

161 . Problème général. — 

Trouver le point de rencontre d'une 
droite et d*un plan quelconques. 

MÉTHODE GÉNÉRALE. — Cette mé- 
Pig. 194 thode a déjà été indiquée au n"* 64. 

Pour obtenir le point d'intersection 
d'une droite D et d'un plan P ifig. 71) : 

!• On fait passer par la droite un plan auxiliaire Q : 

a* On détermine la droite d'intersection A des plans P et Q, 

3° Si les deux droites D et ^ sont distinctes et non parallèles, leur 
point de rencontre est le point commun à P et à D. 

Si D et A sont parallèles, la droite D, parallèle à une droite de P 
est parallèle à ce plan et par suite ne le rencontre pas. 

Si D et A sont confondues, la droite D appartient au plan P. 

Le plan auxiliaire Q peut être choisi arbitrairement parmi tous les 
plans passant par D, mais pratiquement, pour avoir des épures plus 
simples, on choisit Vun des plans projetant horizontalement ou vertica- 
lement la droite D ; pour déterminer la droite. A, on est alors ramené 
au problème du n© 147. 1 

Nous allons appliquer cette méthode générale à quelques exemples. 



162. Exemple I. — Le plan est déterminé par deux droites 
concourantes. 

Soit à déterminer le point de rencontre de la droite (cd, c'd') avec 
le plan défini par les deux droites' (oa, o'a') et (ob, o'b') {fig, 195). Le 
plan vertical cd projetant horizontalement la droite donnée coupe le 
plan donné suivant la droite [ef, e'f) (i5i. Rem.); cette droite ren- 
contre (cd, c'd') au point dont la projection verticale m' est à Tinter- 
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«ectîon de c'd! et de e'f et dont la projeclion horizontale m s'obtient 

en rappelant m' sur td ; le 
point (m, m') est le point 
cherché. 

^ Remarque. — Dans cet 

exemple , on a choisi 
comme plan auxiliaire le 
plan projetant horizonta- 
lement la droite {cd, c'd') 
au lieu du plan de bout 
projetant verticalement 
celte même droite, parce 
que ce dernier conduit, 
comme on le voit aisément, 
à des constructions sortant des limites de l'épure. Si cette circonstance 
se produit pour les deux plans projetants, on choisit un autre plan 
auxiliaire passant par (cd, cfd'), ou bien on substitue à Tune des deux 
droites définissant le plan donné une autre droite de ce plan . 




Fig. 195 



163. Exemple II. — Le plan est défini par ses traces. 

Soit à déterminer le point de rencontre de la droite (cd, c'd') avec 

le plan PaQ (flg. 196). Pre- 
nons encore pour plan auxi- 
liaire le plan vertical cd pro- 
jetant horizontalement la 
droite donnée, plan qui coupe 
le plan PaQ suivant la droite 
(aby a'b') (i5i. Rem.) ; le point 
de rencontre (m, m!) de cette 
droite avec la droite {cd, c'd') 
se trouve comme à l'exemple 
précédent ; c'est le point cher- 
ché. 

Remarque. — S'il arrive 
pour chacun des plans proje- 
tant la droite donnée qu'une 
de ses traces ne rencontre pas dans les limites de Fépure la 
trace de même nom du plan donné, on substitue à celle-ci une 
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autre droite du plan, par exemple une horizontale ou une 

droite de front. Ainsi dans l'épure de la figure 197, si Ton prend 

comme plan auxiliaire le plan 
vertical cd projetant horizon- 
talement la droite, on voit que 
la trace verticale de ce plan ne ' 
rencontre pas dans le cadre de 
répure la trace verticale du 
plan PaQ ; on construit 
alors, par exemple (121, a^), 
une horizontale (6e, 5V) du 
plan PaQ et on marque les 
points (a, a'), (5, b') où le 
plan vertical cd rencontre la 
trace horizontale du plan 
donné et l'horizontale auxi- 
liaire (be, 6'e'); Tintersection 
de ces deux plans est la droite 

(aby a'b')t et le point (m, m') où cette droite rencontre {c4f c'd') est 

le point d'intersection cherché. 

164 . Exemple m. — Le plan passe par la ligne de terre, 

^^ Soit à déterminer le point 

de rencontre de la droite 
(cd. e'd') avec le plan défini par 
ocy et le point (a, a') {fig. 
198). En considérant ce plan 
comme déterminé par xy et 
la droite (6a, 6'a') qui joint 
un point quelconque (6, 6') 
de xy au point donné (a, a'), 
on cherche successivement 
les points (e, e') et (/, /') où 
le plan de bout c*d' qui pro- 
jette verticalement la droit:, 
donnée rencontre xy et la droite (6a, 6'a'). La droite (f/, e'/') est 
alors rintersection du plan donné et du plan de bout auxiliaire c'd'. 
et le point (m, m'} où elle rencontre {cd, c'd') est le point cherché. 




Fig. 198 
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I^S. Applications. — i« Étant donnée l'une da projeeUom d'an 
point d'un pian donnée déterminer l'autre projection de ce point 

Ce problème a déjà été résolu aux n°' iia et 1 19, mais nous allons 
en donner une aatue soda tien. 

Sait« par exemple, à troaTier ia projection verticale <i*un point 
uppartenant an plan PaQ {fy, i^), ou au plan défini par les droites 





Fig. i99 



Fig. 200 



(oc, o'«') et (0/, o'/*') (fig. aoo), connaissant la projection iioriïontale 
m de ce point. 

Le lieu géométrique des points de i*est)aoe ayant m pour projec- 
tion horizontale est la verticale (m, fxz'), dont la trace horizontale 
est m ; en particulier, le point du plan donné projeté horizontale- 
ment en m est le point de rencontre de cette verticale et du plan, de 
sorte qu'on est ramené à chercher l'intersection d'une droite et d'un 
plan. Prenons comme plan auxiliaire un plan vertical quelconque ab 
contenant la verticale (m, [xz') ; ce plan coupe le plan donné suivant 
la droite {cd, cM'), dont la projection verticale rencontre uz' au 
point mf ; mf est la projection verticale du point cherché. Les con- 
structions auxquelles conduit ce raisonnement «ont identiques k 
celles que nous avons indiquées aux n»' 112 et 119. 

2t> Étant données les projections d^un point, reconnaître si le point est 
au-dessus on au-dessous d'an plan donné. 

Etant donnés un plan P et un point M en dehors de ce plan, si le 
plan P n'est pas un plap vertical, la verticale du point M le coupe 
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en un point M' : suivant que la cote da point M est supérieure ou infé- 
rieure à celle da point W, on dit que le point M est au-dessus ou 
au-dessous du plan P. 

Soit, par exemple, à reconnaître la position du point (m, m") par 
rapport au plan PsQ (fig. 199) ou au plan défini par les droites 
{oe, oV) et (of, o'f) (fig, aoo). La verticale du point donné rencontre 
le plan au point (m, m';, et on voit que la cote \iwf de ce point est 
inférieure à la cote f^m' du point donné, qui est alors au-dessus du 
plan. Au contraire, le point (m, m!") est au-d^ssoa^ du plan donné ; 
il en est de même du point (m, m^^^J, dont la cote est négative, tandis 
que celle du point {m,m'), où la verticale rencontre le plan donné, est 
positive. 

§1V. 
Problèmes relatifs à la droite et au plan. 



166. Problème. — Mener par un point une droite s'appayani sur 
deux droites données. 

Solution géométiuque. — Nous avons déjà indiqué la méthode à 

suivre lorsque nous avons traité ce problème en Géoitiétrie cotée (67). 

JJous la répétons ici. 

Soit à mener par le point une droite s'appuyant sur les droites 

AB et CD (fig. 201), Supposons le problème résolu et soit MN la 

droite cherchée ; cette droite appartient 
au plan P déterminé par le point O 
et la droite AB, elle appartient aussi au 
plan Q déterminé par le point O et la 
droite CD ; c'est donc la droite d'in- 
tersection de ces plans P et Q. Gomme 
on connaît déjà un point de la droite 
cherchée, Ip point 0, il suffit d*en 

trouver un second point, par exemple le point N où la droite CD 

rencontre le plan P. 

Solution GRAPmQUE. — Soit à mener par le point (0, 0') une 
droite s'appuyant sur les droites (ab, a'b') et (cd, cfd') (fig. 20a). Le 
plan P défini par le point (0, o'j et la droite (ab, a'b') coritient la 
parallèle (oe, o'e') à cette droite menée par le point (o, 0') ; pour 




Fig. 201 
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obtenir le point de rencontre de ce plan et de la droite [ed, e'd'). on 
prend pav exemple comme plan auxiliaire le plan vertical ed qui 
projette horizontalement 
{cd, c'd') ; ce plan coupe le 
plan P suivant la droite 
(pg. p'q') qui rencontre 
{od, e'd') au point |n, ni ; 
la drolLc cherchée est 
{oh, o'n') ; pour vérifier 
l'exactitude des construc- 
tions, on s'assure qu'elle 
rencontre (ûb, û'b'), c'cst-à- ' 
dire que les projections de 
même nom de ces deux 
droites se coupent en deux 
points m et m' situés sur 
une même ligne de rappel 
{.oo). 




167. Problème. — .Vencr a. 
UT deux droiUi donnée». 



! droite de direction donnée l'appayant 



Solution GéouÉTitiQUR.—Nousavonsd^àindiquélaméthodeàsuivre 

pour résoudre ce problème en Géo- 

V \*^ métriecotée(68).NousIarépélonsici. 

„ / \f. Soit à mener «ne droite paral- 

/' T lèle à EF rencontrant les droites AB 

\ el CD (Jig. 3o3|. Supposons te pro- 

\d bléme résolu et soit MN la droite 
E F cherchée ; cette droite est contenue 

à la fois dans le plan P mené par 
^' AB parallèlement à ËF et dans le 

plan Q mené par CD parallèlement à EF : elle est donc la droite d'inter- 
section des plans P et Q. Mais on connaît a priori la direction de la 
droite MN : il suffit alors d'en chercher seulement un point, par 
exemple ie point M où la droite AB rencontre le plan Q, et de 
mener ensuite par M la parallèle à £F. 

Solution graphique. — Soit, par exemple, k mener une droite 
parallèle à (</, e'/') a'appuyant sur les droites {ab, c^b') et (cd, c'df) 
(Jig. soi). Le plan Q mené par {cd, c'd) parallèlement à (rj, e'f'j est 



^'■^•SSC^^Â; 
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déterminé par la droite ie(4 cfdl) et la paraUèle (i/, if) à (tf, eff) menée 

par un point quel- 
^ conque (i, i') de 

{cd, c'd'); on cher- 
che le point de 
rencontre (m, m') de 
ce plan Q avec la 
droite {a&, a'6') en 
utilisant le plan 
vertical ab projetant 
horizontalemen t 
cette droite (1^2] ; 
la droite cherchée 
est la paraUèle 
(mfi. mW) à (<•/. e'/) 
menée par ce point 
(m, m'); on vérifie 
qu'elle rencontre 
(cd»c'd'}»c'cst-4 dire 
que les projections 

de même nom des deux droites se coupent en deux points m, nf 

situés sur une même ligne de rappel ( 100). 

168 « Problème. — Mener par un point une droite parallèle à un 

plan donné et s'appuyant sur une droite 
donnée . 

SoE€TION GÉOMÉTRIQUE. — NoUS aVOUS 

déjà indiqué la méthode à suivre, lors- 
que nous avons traité ce problème en 
Géopnétrie cotée (69). Nous la répétons 
ki. 

Soit à mener par le point O une 
droite parallèle au plan P et rcncon- 
trani la droite AB{fig. 2o5). Supposons 
le problènïe résolu et soit OM 1» drcâfe 
cherchée; OM étant, par hypothèse, 
parallèle au plan P, appartient au plan Q mené par parallèlement 
à P, et comme elle rencontre la droite AB, c'est la droite joignant 
le point au point M où AB rencontie le plan Q. 




FIg. 205 
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On peut encore dire : h» droite cherchée OM appartient au plan* 
déterminé par le point O et la droite AB. et comme elle est parallèle 
au plan P, c'est la parallèle menée par à la droite d'intersection 
A du plan P avec le plan OA.B. 

Solution grapbiqoe. — Soit, par exemple, à mener par le point 

(o, o') une droite 
parallèle au plan 
PaQ et rencontrant 
la droite (ab, a'b') 
{fig. ao6). Le plan 
mené par (o, o') 
parallèlement au 
plan PotQ est déter- 
miné par rborizon- 
tale {oc, o'c')t paral- 
lèle à (aP, œy), et 
par la droite de 
front (od, o'd'), pa- 
rallèle à {xy, aQ) 
(i45, a°) ; on ob- 
tient le point de 
rencontre (m, m!) 
de ce plan avec la droite {ah, a'b') en utilisant comme plan auxiliaire 
(162) le plan de bout a'6' projetant verticalement {ab, a'b'); la droite 
cherchée est {om, o'in'). 




Fig. 906 



EXERCICES 



1. Intersection de deux plans dont l'un est de profil. Considérer le 
cas où les plans sont définis par leurs traces et coupent la ligne de 
terre au même point. 

2. Intersection d'un plan passant par la ligne de terre avec : 
I* un plan de bout; 

a« un plan de profil. ' 

Z"* un plan dont les deux traces sont confondues sur l'épure. 

{Navale.) 

3. Construire une droite passant par un point donné et rencon- 
trant deux droites dont Tune est verticale. 



-"■**%-.?■•■. 



^ 



V 
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4. Construire une droite rencontrant trois droites données (infinité- 
de solutions). 

5. CSonstruire une horizontale de longueur donnée rencontrant 
une verticale et une droite quelconque données. 

6. Construire une droite parallèle à deux plans donnés et rencon- 
trant deux droites donnée». 

7. Mener par un point une droite rencontrant la ligne de terre et 
une droite de profil donnée. 

8. Mener par un point : 

I* une horizontale rencontrant une droite de profil donnée ; 
a® une droite de front — — 

9. On donne quatre droites concourantes OÂ, OB. OC, OD. Déter- 
miner la direction des plans qui coupent ces droites en quatre points- 
formant les sommets d'un parallélogramme. 

.10. On donne six droites concourantes OA, OB, OC, OD, OE, OF. 
Reconnaître si les trois plans ÀOB, COD, EOF ont une droite commune. 

(Navale.) 

il. Reprendre, avec deux plans de projections, les exercices n** g, 
lo, II, 13, i3 du Chapitre III (Géométrie cotée). 

12. Construire un tétraèdre connaissant les projections d*un point 
de chaque arête. 






I 



CHAPITRE V 

DROITE ET PLAN PERPENDICULAIRES 



169. Théorème. — Les projections d'une droite perpendiculaire à 
un plan sont perpendiculaires aux traces de même nom de ce plan. 

Soit, par exemple, la droite (a6. a'6'), qui, par hypothèse, est 

perpendiculaire ^u plan PaQ 
(fig. 207) ; par définition, cette 
droite est perpendiculaire à toute 
droite du plan PaQ et en parti- 
culier à sa trace horizontale aP ; 
sa projection horizontale ab est 
donc (71) pei'pendiculaire à la 
projection horizontale de aP, 
c'est-à-dire à la droite aP elle- 
même. On démontre delà même 
manière que a^b' est perpendi- 
culaire sur aQ. 

Le théorème est en défaut 
lorsque la droite est perpendicu- 
laire à Tun des plans de projec- 
tion. En effet, par exemple, si la 
droite est verticale, sa projection horizontale se réduit à un point ; 
quant à la trace horizontale du plan, elle n'existe pas, puisque le 
plan est horizontal. Cependant la projection verticale delà droite, qui 
est perpendiculaire à xy, est encore perpendiculaire à la trace verli- 
cale du plan, parallèle à xy. 

i70. Réciproque. — Si dans une épure les projections d'une droite 
sont perpendiculaires aux traces de même nom d*un plan kon parallèle 
A LA LIGNE DE TERRE, lu droOc cst perpendiculaire au plan. 

Chollet bt Mimbl'b, I. 10 




y a 



Fig. 207 



^ '' .•.=r..*ri3j^. 
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Supposons, par exemple, que les projections de la droite (ab, a'b') 
soient perpendiculaires aux traces de même nom du plan PaQ 
(fig, 207). La droite donnée et la trace horizontale du plan ont, 
par hypothèse, leurs projections horizontales ab et «P perpendicu- 
laires, et comme Tune d'elles, aP, est dans le plan horizontal, il en 
résulte (71) que oes droites sont perpendiculaires; de même, la droite 
(a&, a'b') est perpendiculaire à la trace verticale «Q du plan donné. 
Dès lors cette droite est perpendiculaire au plan PaQ, puisqu'elle 
est perpendiculaire à deux droites non parallèles de ce plan, ses 
trace?. 

Cas d'exception. — La démonstration précédente est en défaut si le 
plan (P», Q?) est parallèle à la ligne de terre {fig. 308); en effet, dans 

ce cas la droite {aK olb') n'étant plus, comme 
dans le cas général, perpendiculaire à deux 
directions différentes du plan, n'est pas néces- 
sairement perpendiculaire à ce plan. Cette 
droite est d'ailleurs de profil {fig. aoS). Il est, 
du reste,, évident a priori qu'une droite de 
profil quelconque ne peut être perpendicu- 
laire à tous les plans parallèles à la ligne de 
_, ^^- terre, bien que les traces de tous ces plans soient 

r ig. vOo * 

perpendiculaires aux projections de même 
nom de toute droit)? de profiL 

Remarque. — Puisque les horizontales d'un plan ont leurs pro- 
jections horizontales parallèles à la trace horizontale de ce plan, 
que, de même, les droites de front d'un plan ont leurs projec- 
tions verticales parallèles à sa trace verticale, le théorème que nous 
venons de démontrer et sa réciproque rentrent dans l'énoncé suivant, 
plujs général : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une droite et un.plan 
non parallèle* à la ligne de terre soient perpendiculaires sont : i» que la 
projection horizontale de la droite soit perpendiculaire à la projection 
horizontale des horizontales du plan ; 2^ que la projection verticale de 
la droite soit perpendiculaire à la projection verticale des droites de 

front du plan. 

* 
i7f. Problème. — Mener par un point une droite perpendiculaire 

à un plan donné et déterminer le pied de cette perpendiculaire. 
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10 Le plan est défini par ses traces. — Soit à mener par le point 
(m, m') la perpendiculaire au plan PaQ {flg, 209). 

En vertu du théorème démontré plus haut (169). on a immédia- 
tement les projections de la perpendiculaire cherchée en menant de 
m la perpendiculaire mn sur aP, et de m' la perpendiculaire m'/i' sur 
aQ. Pour obtenir le pied de cette perpendiculaire, c'est-à-dire le 
point où la droite (m/i, m'/i') perce le plan donné, on détermine, par 





Fig. 309 



Fig. 310 



exemple, la droite dlnterseclion {fg, fg') du plan donné et du plan 
de bout /p' projetant verticalement la perpendiculaire (mn, m'n')\ 
celle-ci rencontre {fg, fg') au point cherché (p, p'). 



Remarque. — Dans le cas où le plan donné PaQ est perpendiculaire 
au plan vertical {fig. 210), c*est-à-dire de bout, la perpendiculaire 
{jnn, m'a') menée à ce plan par le point (m, m') s'obtient encore de la 
môme manière ; c'est par conséquent une droite de front, puisque, 
par construction, sa projection horizontale est parallèle à xy. Ce 
résultat pouvait d'ailleurs être prévu facilement. La détermination du 
pied (p, p') de cette perpendiculaire s'obtient alors immédiatement, 
ainsi que nous l'avons vu au n° 160. Des simplifications analogues se 
présentent lorsque le plan donné est vertical. 



l\S 
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Pabqoe b perpeDdiculaire (nui. n'i') an plan de bout PaQ est 
une drcnle de front, le sèment UP, dont la longueur rqiréâente 
la dîiUnce da point donné {m, mf) k (X plan de bout, se projette 
vertkalnnent en vraie grandeur (5, lU). c'est-à-dire que le sèment 
m'p' mesure la distance du point an plan. 

On peut bire une remarque analogue lorsque le plan donné est 
vertical. 



a* L« plan al difiiU par deux dnUet. — Soit i mener par le point 

(m. m') la perpendiculaire an plan défini par les deux droites 

concourantes {oa, cfa") 

et (ob. o'6'i (fig. at\). 

On commence par 
déterminer une hori- 
EOntale (cd, e'<f) et une 
droite de front (de, d'e') 
de ce plan (tsi et ia3), 
puis on abaisse de m la 
pei'pcndiculaire mn sur 
ed et de m' la perpendi- 
culaire mW sur d'e' ; 
la droite (mn, m'n') 
est la perpendiculaire 
cherchée (170, Rem.). 

Pour obtenir le pied 
de cette perpendicu- 
laire, on détermine, 
comme dans le cas pré- 
cédent, la droite d'in- 
tersection (fg.J'g') du 
plan donné avec le 
Plg, 511 plan de bout fg' pro- 

jetant verticalement la 
pcr|)endjculaire [mn, m'n') et l'on marque le point (p. p") où cette 
pcipeiidiculaiic rencontre (fg,fg'). 




172. Problème. — Mener par an poiiil donné te plan perpendicu- 
laire à une droite donnée et déterminer le point de rencontre de ee plan 
et delà droite. 
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C'est le problème inverse du précédent. 

Soit à mener, par exemple, par le point (m, m') {flg, ai a) le plan 
perpendiculaire à la droite {ab, a'h'). D'après la remarque du n* 170, 
on peut construire immédiatement Thorizontale (mh, m'W) et la 
droite de front (m/, m'f) du plan cherché, mh étant perpendiculaire 
sur ab et m'f perpendiculaire sur a^b' : ces droites déterminent le 
plan. 

Si Ton demande de trouver les traces du plan, il suffit de construire. 




X a 




Fig. 343 



Fig. 313 



comme précédemment, la droite de front (m/, m'f) {flg, 21 3) de ce 
plan et de chercher sa trace horizontale /; la trace horizontale du 
plan est alors la perpendiculaire «P à ab menée par le point / (169), 
et sa trace verticale aQ est la parallèle à m'f menée par le point « 
où la trace horizontale rencontre xy. 

Dans l'un et l'autre cas, on obtient le point où le plan trouvé ren- 
contre la droite donnée en utilisant par exemple le plan de bout a'b' 
projetant verticalement cette droite. Ce plan coupe le plan per* 
pendiculaire à (ab, a'b') suivant la droite {cd» c'd') qui rencontre 
(ab, a'b') au point cherché (p, p'). 



'^f 
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Fig. 214 



Cas partituliep. — La droiie est parallèle à l'un da plans de 

projeelion. 

Les constructions sont alors plus 
simples. 

Soit, par exemple, à mener par le 
point (m, m') le plan perpendicu- 
laire à rhorizontale (a6, a'b') 
{fig. aih)» D'abord le ^n cherché 
est vertical ; par suite, puisqu'il 
contient le point (m, m'), sa trace 
horizontale passe par le point m ; 
comme, d'autre part, cette trace 
horizontale doit être perpendiculaire 
à la projection horizontale de la droite donnée (169), c'est la perpen- 
diculaire aP menée par le point m k ab ; elle détermine d'ailleurs 
le plan cherché (lag, 3"). 

On a immédiatement le point (p, p') où le plan vertical œP ren- 
contre la droite (ab, a'b') (160). 
De même, si la droite donnée (a6, a'b') est de front [fig. 2 15), le plan 

mené par (m, m') perpendiculairement 
à cette droite est un plan de bout PaQ 
dont la trace verticale est la perpendi- 
culaire abaissée de m' sur a'b'. Le point 
(p, p') où ce plan rencontre la droite 
(a6, a'b') s'obtient encore immédiate- 
ment (160) en (p, p'). 

173. Problème. — Abaisser d'an 
point donné une perpendiculaire sur une 
droite donnée. 




Fig. 315 



On sait qu'on peut mener par un 
point M une infinité de perpendiculaires 
à une droite donnée AB ; le lieu géométrique de ces perpendiculaires 
est le plan Q mené par M perpendiculairement à Afi. 

Parmi toutes ces perpendiculaires, il en est une seule rencontrant 
jlB, la droite MP qui joint le point M au point P où le plan Q 
rencontre AB ; c'est cette perpendiculaire particulière que l'on veut 
désigner dans l'énoncé. 
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Dè$ lors^ si (ab, a'è') «9t la droite donnée, (m., m') le point donné 
(fig. 213), il suffit de déterminer conusie nous l'avons indiqué (17a) le 
point (p, p') 011 le plan mené par (m, m') perpendiculairement à la 
droite (éb^ a'b') rencontra cette droite: {mp^ m'p') est la perpçndicu- 
Hvte cberclftée. 

Cas piurticiiiieiN — Lm droiU est parallèle à l'un des plans de 
projection. 

Soit à mener par le point (m, m') la perpendiculaire à l*horizonlale 
{ab, a'b') {fig. ai4). On- peut, dans ce cas, se dispenser de faire inter- 
venir le plan perpendiculaire à la droite. En effet, la droite cherchée 
fait avec l'horizontale un angle droit dont un côté est parallèle au 
plan horizontal. Cet angle se projette donc (70) horizontalement 
suivant un angle droit. Par suite, la projection horizontale de la 
perpendiculaire cherchée est la perpendiculaire mp abaissée de m 
sur ab ; en rappelant verticalement en p', sur a'b\ le pied p de cette 
perpendiculaire, on en déduit la projection verticale m'p'. 

De même, si la droite donnée est une frontale (ab, a'b') {fig. 2i5), 
la perpendiculaire abaissée de (m, m') sur cette droite se pi^oj et te ver- 
ticalement suivant la perpendiculaire menée de m' à a'b' ; on en 
déduit aisément son pied (p, p') et sa projection horizontale mp. 

174. Problème. — Mener par une droite donnée un plan perpendi- 
enkàre à un pian éotmé. 

D'abord, si la droite et le plan donnés sont perpendiculaires l'un 
sur l'autre, un plan quelconque 
passant par la droite répofid à la 
question ; il va, dans ce cas^ une 
infinité de solutioos. 





Fig. 916 



Fig. 217 



Si la droite donnée AB n'est pas perpendiculaire sur le plan donné 
P {fig. 3i6), par un point quelconque M pris sur la droite on abaisse 
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la perpendiculaire MN sur le plan ; cette perpendiculaire et la droite 
AB déterminent le plan cherché, ' 

Ainsi, soit à mener par la droite {ab^ afl/) le plan perpendiculaire 
au plan PaQ ( fig. 21']). Menons par le point (m, m') de la droite 
(ab, afb') la perpendiculaire (fim, m'/i') sur PaQ (171). Le plan 
défini par les droites (a6. c^b'), {mn^ m'n') est le plan cherché. . 

Remarque. — Nous avons omis à dessein, en traitant les problèmes 
relatifs aux droites et pians perpendiculaires, de considérer des plans 
parallèles à la ligne de terre ou des droites de profil. Nous revien- 
drons plus loin sur ces cas d'exception (358, aSg). 
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1. Mener par un point donné un plan vertical ou un pian de bout 
perpendiculaire à un plan donné. 

2. Mener par un point donné une perpendiculaire à deux droites 
données et ne les rencontrant pas. 

3. Mener par un point une droite perpendiculaire à une droite 
donnée (ne la rencontrant pas) et s'appuyant sur une autre droite 
donnée. 

4. Étant donnée la projection horizontale d'une droite perpendi- 
culaire à une droite donnée et la rencontrant, trouver sa projection 
verticale. 

5. Déterminer le point d'une droite donnée équidistant de deux 
points donnés. 

6. Construire les projections du lieu des points équidistants de trois 
points donnés. 

7. Construire les projections du point symétrique d'un point donné 
par rapport : 

I* à une droite donnée ; 
a® à un point donné. 



8. On donne par ses deux projections une droite rencontrant la 
pe de terre. Mener par cette droite un plan tel que la droite donnée 
it dans l'espace la bissectrice de l'angle des deux traces du plan. 

9. Un quadrilatère gauche est défini par les projections de ses 
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quatre sommets ; déterminer les plans sur lesquels il se projette sui- 
• vant un parallélogramme. 

(Navale,) 

10. Un losange est défini par sa projection horizontale, qui est un 
parallélogramme. On connaît en outre deux plans qui contiennent 
deux sommets opposés ; déterminer sa projection verticale. 

[Navale,) 

li. Trouver les traces d'un plan défini par les deux projections 
d'une de ses droites et la projection verticale d'une ligne de plus 
. grande pente relative au plan horizontal. 

(Navale,) 

12. On donne quatre droites quelconques dans l'espace. Construire 
une droite s'appuyant sur les deux premières et orthogonale aux deux 
autres. Qu'obtient-on si les deux dernières droites se confondent res- 
pectivement avec chacune des premières? 

13. Mener par un point donné A une perpendiculaire A à une droite 
donnée D de façon que, A soit le milieu du segment de A compris 
entre les deux plans de projection. 

14. On donne les projections horizontales des quatre sommets d'un 
tétraèdre ABCD, et trois plans contenant respectivement les trois som- 
mets A, B, G. Trouver la projection verticale du tétraèdre, sachant en 
outre que l'arête CD est orthogonale' à AB. 

(Navale,) 



TROISIÈME PARTIE 



CHAPITRE I 

RABATTEMENT D'UNE FIGURE PLANE 
SUR UN PLAN HORIZONTAL 



il. 

Théorie du rabattement. 

175. Rabattre un plan sur un autre ^ c'est faire tourner ce plan 
autour de son Intersection avec le second de manière à Tamener en 
coïncidence avec celui-ci. La droite d'intersection des deux plans est 
appelée la charnière du rabaiiement. 

Nous étudierons seulement les rabattements sur les plans paral- 
lèles au plan horizontal de projection^ ou sur ce plan lui-même. 

i76. Problème* — Rabattement dun plan donné sur un plan 
horizontal. 

Soit à rabattre le plan P sur le plan horizontal H' {fig, ai 8) ; le 
problème qui se pose est le suivant : 

Étant donné un point M dans le plan P, trouver la projection hori- 
zontale mi de la nouvelle position Mi du point M, après le rabattement 
du plan P sur le plan H'. 

La charnière AB est ici une horizontale du plan P ; soit ab sa 
projection sur le plan horizontal de projection. Figurons la perpen- 
diculaire Mfx' abaissée de M sur A.B et soient jx' son pied, fji la 
projection horizontale de pt' ; le point (i est évidemment situé sur 
ab. Désignons par m' et m les projections du point M sur les plans 
horizontaux H' et H ; le plan vertical projetant horizontalement 
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Mfji' étant perpendiculaire sur AB et par suite perpendiculaire aussi 
sur abf ses traces mV' et m\L sur les plans horizontaux H' et H 
sont respectivement perpendiculaires à AB et ah . 
Lorsqu'on fait tourner le plan P autour de la charnière AB, la 

droite M.u^' reste tou- 
jours perpendiculaire à 
AB et le point M 
décrit un arc de cercle 
de centre |j.' dans le 
plan vertical Mjx'm' ; 
par suite, après le ra- 
battement, M vient sur 
fjL'm' en un point Mi 
tel que Mi^a' = M|x'. 

La projection hori- 
zontale de Ml est donc 
le point mi de {^m tel 
que 
mijx = Mijx' = Mfx'. 
Or, Mji' est l'hypo- 
ténuse du triangle 
rectangle M{i'm'; Tun 
des côtés de l'angle 
droit de ce triangle est 
mV' = wifi, distance 
des projections hori- 
zontales du point M et 




F!g. 2i8 



de la charnière AB ; l'autre côté mesure la distance m'M du point 
M au plan horizontal H', ou encore celle des projections verticales 
du point M et de la charnière AB ; on en conclut donc la règle sui- 
vante, dite règle du triangle rectangle : 

Règle du triangle rectangle. — Lorsqu'on rabat un plan P autour 
d'une de ses horizontales, la nouvelle projection horizontale dCun point 
M de ce plan, après le rabattement, se trouve sur la perpendiculaire 
menée de la projection horizontale du point M à la projection horizon- 
tale de la charnière, à une distance de celle-ci égale à l'hypoténuse 
du triangle rectangle ayant pour côtés de Vangle droit les distances des 
projections du point aux projections de même nom de la charnière. 
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177. L'énoncé précédent convient spécialement aux problèmes de 
la géométrîe descriptive à deux plans de projection. En géométrie 
cotée, où il n'est plus question de projection verticale, on remarque 
que la longueur Mm' qui mesure Tun des côtés du triangle rectangle 
de rabattement est encore égale à la dififérence des cotes du point M 
et de la charnière, de sorte que la règle du triangle rectangle doit 
être modifiée de la façon suivante : 

Lorsqu'on rabat un plan P autour d'une de ses horizontales, la nou- 
velle projection horizontale d'un point M de ce plan, après le rabat-- 
tement, se trouve sur la perpendiculaire menée de la projection 
horizont'de du point à la projection horizontale de la charnière, à une 
distance de celle-ci égale à Vhypolénuse du triangle rectangle ayant 
pour côtés de l'angle droit, dune part la distance de la projection hori^ 
zonlale du point à celle de la charnière, et d*autre part la différence 
entre les cotes du point et de la charnière. 

Remarque I. — Tous les points de la charnière coïncident avec 
leur rabattement et ce sont évidemment les seuls points qui 
jouissent de cette propriété. 

Remarque IL — La circonférence de centre jx' et de rayon |x'M 
coupe m'jx' en un second point Ma, qui est aussi le rabattement du 
point M, en supposant qu'on rabatte le plan P sur H' par une 
rptation de sens inverse à celle qui a amené M en Mi. 

Lorsqu'on a adopté un sens de rotation pour rabattre le plan P 
sur le plan horizontal H', il est évident que les différents points du 
plan se rabattent syir H' d'un côté ou de l'autre de la charnière AB, 
suivant qu'ils sont eux-mêmes dans le plan P d'un côté ou de l'autre 
de AB, c'est-à-dire au-dessus ou au-dessous du plan horizontal H'. 
Ainsi les points M et N du plan P {fig. 218), situés de part et d'autre 
de AB, viennent occuper après le rabattement deux positions Mi et 
Ni situées de part et d'autre de AB dans le plan H', et les projec- 
tions horizontales mi et /ii des points Mi et Ni sont elles-mêmes 
de part et d'autre de a6. 

En résumé, tout point situé dans le demi-plan MAB se rabat du 
même côté que mi par rapport à ab ; tout point situé dans le demi- 
plan NAB se rabat du même côté que ni par rapport à a6. 

178. Applications. — 1° Soit, «ai géométrie descriptive à deux plans . 
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de projection, à rabattxc (fig. 219) le point (m, m') d'un plan P, la 

charnière du rabattement étant Fliorizon- 
tale {ab, a'b^ de ce plan. 

D'après la règle du triangle rectangle 
(n* 176), oh sait d'abord que la projection 
horizontale du point après le rabatte- 
ment se trouve sur la perpendiculaire mpi 
abaissée du point m sur la droite ab. 
D autre part, les distances des projections 
du point (m, m') aux projections de même 
nom de la charnière sont respectivement 
les longueurs m|ji et m'c' ; donc, si l'on 
porte à partir de m, sur la parallèle menée 
par ce point à ab, une longueur. 

mm2 = m'c', 
le triangle de rabattement du point (m, m') 
est m{xm2. Pour avoir la projection horizontale de ce point après le 
rabattement, il suffit donc de porter sur la droite m{A, à partir du 
point (JL, une longueur \imi égale à [uria : mi est le rabattement 
cherché. Comme nous l'avons fait remarquer déjà, cette longueur 
peut être portée d'un côté ou de l'autre du point jx, selon le sens 
du rabattement. 




Pig. 219 



Remarque I. — Dans l'épure de la figure 219, nous avons supprimé 
la ligne de terre. Le lecteur, déjà familiarisé avec les procédés de la 
géométrie descriptive, a pu se rendre compte, en effet, que, dans un 
grand nombre d'épurés, la ligne de terre n'intervient en rien dans les 
constructions et ne sert le plus souvent qu'à déterminer la direction 
des lignes de rappel. Lorsqu'il en est ainsi, on peut donc la supprimer 
sans nuire à la compréhension des épures : c'est ce que nous ferons 
très souvent dans la suite de ce traité. Le lecteur s'habituera très vite 
à cette suppression et ne tardera pas à distinguer lui-même les pro- 
blèmes où il est nécessaire de tracer une ligne de terre de ceux où l'on 
peut, sans inconvénient, la faire disparaître. 

Nous ferons d'ailleurs remarquer que supprimer la ligne de terre 
revient, en réalité, à déplacer cette ligne parallèlement à ellermême 
dans l'épure, c'est-à-dire à déplacer parallèlement à leur direction 
l'un ou l'autre des plans de projection ou tous deux simultané- 
ment. 
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2^ Soit maintenant , en géomélrie coiée, à rabattre sur le plan hori- 
zontal de cote a, le plan défini par le point m(4,7) et l'horizontale 
ab(2) {fig. aao). La charnière est ici Thorizontale donnée AB ; en 
w»ip--^ vertu de la règle du n* 177, la projec- 

I ^s tion du point M, après rabatlement, se 

^{[4,71 ^—^7»; trouve sur Ja perpendiculaire mjx abais- 
i ^/ sée de m sur ab. D'autre part, si Ton 

^y^ 2 mène la parallèle mnii à ab et qu'on 

a f, ^ porte sur cette parallèle une longueur 

mm^ égale à 4.7 — 2 = 2 unités 7 
Q i ^ — dixièmes de Téchella du dessin' (ditté- 

rence entre les cotes du point et de la 
charnière), l'hypoténuse f^ma du trian- 
gle rectangle mfjima est égale a la 
distance à ab de la projection du point M après le rabattement 
(177); on obtient donc cette projection en portant sur (imi une 
longueur jimi = [imz. Gomme plus haut, cette longueur peut être 
portée 4'un côté ou de l'autre du point jjl, suivant le sens du rabat- 
tement. 

Remarque H. — Le triangle de rabattement mamfx du point M 
{fig, 219 et 320) étant égal au triangle MmV' de l'espace {fig. 218), les 
angles mjima et M.ui'm' sont égaux; or, ce dernier angle est l'angle 
aigu a que fait le plan donné avec les plans horizontaux : il en résulte 
alors que tous les triangles de rabattement des divers points du plan 
ont leurs angles aigus égaux et sont par conséquent semblables entre 
eux; il en. résulte encore que la construction du rabattement d'un 
seul point du plan P détermine incidemment Tangle de ce plan 
avec les plans horizontaux. 

Nous allons trouver d'ailleurs bientôt l'occasion d'utiliser cette 
remarque très importante, 

i79> Problème. — Rabattre un plan de bout sur le plan hori- 
zontal de projection. 

Le rabattement d'un plan de bout PaQ {fig. 221) sur le plan hori- 
zontal de projection donne lieu à des constructions particulièrement 
simples. Soit, en effet, (m, m') un point de ce plan ; désignons par jii 
le point où la ligne de rappel de ce point rencontre xy. On remarque 
de suite que le triangle afiim' est égal au triangle de rabattement du 






160 



RABATTEMENT D ONE FIGURE PLK'SE 



point (m, m') : en effet, d'une part Htia (égal à m|x) mesure la distance 

de la projection horizontale m de 
ce point à la projection horizon- 
tale otp de la charnière, et d'au- 
trc part fii/n' mesure la cote du 
point (m, m') ; il en résulte 
immédiatement que le rabatte- 
ment mi de ce point se trouve 
sur la perpendiculaire m{i abais- 
sée de m sur la charnière, à une 
distance de celle-ci égale à Thy- 
poténuse <xin' du Iriangle |iiam'. 
Pratiquement, on décrit de a 
comme centre le cercle de rayon 




Fig. 22! 



am' jusqu'au point m2 où il rencontre iry et^ par ce point, on mène la 
parallèle à «p ; le point mi où cette droite rencontre 1^ parallèle m\^ 
à xy est le rabattement cherché . 

180. Problème. — Rabattre sur un plan horizontal un pfan donné 

par son échelle de pente. 

Soit à rabattre le plan 
P sur le plan horizon- 
lal de cote a (fif/. aaa); 
la charnière est alors 
l'horizontale AB de 
cote 3 du plan P. 

Pour rabattre un 
point quelconque M 
du plan P, connaissant 
sa projection horizon- 
tale m, on pourrait 
appliquer la règle du 
triangle rectangle après 
avoir déterminé la cote 
de ce point; mais la 
détermination exacte de 
cette cote nécessitant 
des constructions assez 
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longues, il est préférable de procéder différemment. 
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Construisons d'abord le triangle de rabattement cac2 du point c(3) 
de l'échelle de pente, en portant sur la parallèle menée par c à l'ho- 
rizontale ab une longueur cc% égale à 3 — a = i unité de l'échelle 
du dessin (177). Puisque tous les triangles de rabattement des 
divers points du plan ^P sont semblables (178, Rem. II), si l'on abaisse 
du point m la perpendiculaire m[i sur ab, et si par le pied [l de cette 
perpendiculaire on mène la parallèle v^m% à ad, en déterminant le 
point ms où cette parallèle rencontre la parallèle mnii à ab on aura 
construit le triangle de rabattement m\im2 du point M; la projection 
du rabattement du j^oint M est ensuite le point mi obtenu en por- 
tant sur ixm une longueur \i-mi z= i^-mz, 

La longueur mm2, mesurée à l'échelle du dessin, donne d'ailleurs 
la différence des cotes du point M et de la charnière (177) ; .comme, 
d'autre part, il est évident que le point M a une cote supérieure à 
celle de la charnière, cette cote est donc 2 + mm^, 

181. Remarques générales relatives aux rabattements. — 

Lorsqu'on rabat un plan P sur un plan horizontal, on obtient le 
rabattement d'une droite de ce plan en joignant les rabattements 
de deux de ses points. Cependant, si la droite donnée rencontre la 
charnière en un point dont les projections ne sortent pas du cadre de 
l'épure, le rabattement de la droite s'obtient en joignant ce point 
(qui reste immobile dans le rabattement) au rabattement, déterminé 
directement, d'un point quelconque de la droite. De même, si la 
droite est parallèle à la charnière, il suffit de rabattre un seul point 
de cette droite et de mener par le point rabattu la parallèle à la pro- 
jection horizontale delà charnière. 

D'une manière générale, deux droites concourantes se rabattent 
suivant deux droites concourantes ; deux droites parallèles se rabat- 
tent suivant deux droites parallèles. Il en résulte que, connaissant le 
rabattement d'une droite d'un plan, il suffit généralement, pour 
obtenir le rabattement d'une deuxième droite du plan, de déterminer 
le rabattement d'un seul point de cette droite et de le joindre au 
rabattement du point où elle rencontre la première étroite ; si les deux 
droites sont parallèles, on détermine le rabattement d'un point 
quelconque de la deuxième droite, et par ce point on mène la paral- 
lèle au rabattement de la première droite. 

Lorsqu'on a déterminé les rabattements de deux droites d'un plan, 
le rabattement d'une troisième droite s'obtient immédiatement en 

ChOLLBT BT MlNBUB, I. .11 
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joignant les rabattements des points où cette droite rencontre les 
deux premières. 

Ces remarques trouvent leur application dans tous les problèmes 
qui nécessitent un rabattement; elles permettent, connaissant le 
rabattement d*un seul point d'une figure plane, d'obtenir les rabat- 
tements de tous les autres points de cette figure, en faisant seulement 
usage de la règle et de l'équerre. 

182. Application. — Reportons- nous au problème du 
n» i8o, où nous avons traité le rabattement sur un plan horizontal 
d'un plan P, défini par une échelle de pente. Après avoir obtenu, 
comme nous l'avons expliqué, la projection mi du rabattement d'un 
point M du plan P (fig, aaa), proposons-nous de chercher le rabat- 
tement d'un deuxième point N de ce plan. 

Soient n la projection du point donné N et w le point où mn ren- 
contre ab; ^ est la projection horizontale du point Q où la droite 
MN rencontre la charnière AB. 

Gomme le point Q ne bouge pas pendant la rotation du plan P 
autour de AB, il en résulte que la droite MN est projetée, après le 

I 

rabattement, suivant la droite miw; le rabattement du point n est 
donc situé sur cette droite et, comme il est aussi sur la perpendicu- 
laire nv abaissée de n sur ab, ce point est à l'intersection «i de 
*Tiiu) et de AV. 

183. Problème. — Rabattre sur le plan horizontal de projection un 
plan défini par ses traces. 

Soient PaQ un plan défini par ses traces (flg. aaS) et (ad, aV) une 
-droite quelconque de ce plan. Proposons- nous de chercher le rabat- 
tement d'un point (m, m') de cette droite, lorsqu'on rabat le plan 
donné sur le plan horizontal de projection. ' 

Rabattons d'abord la trace verticale «Q ; pour cela,. nous remarquons 
-que le point a étant sur la charnière «P, ne bouge pas; il suffit alors 
de chercher le rabattement d'un seul point de cette trace, du point 
•(a^ a') par exemple. Or," comme la distance de l'espace «A est mesurée 
par au' et que cette distance est rabattue horizontalement en vraie 
grandeur, il est évident que le rabattement du point (a, ia') est le point 
Ci situé à l'intersection de la circonférence de centre a et de rayon 9La' 
4ivec la perpendiculaire abaissée du point a sur la charnière aP. Le 
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rabattement «Qi de la trace verticale du plan s'obtient ensuite en 
joignant les points « et «t. 

Cela fait, puisque le point (b, d') est sur la charnière, il en résuite 
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Fig. 223 

immédiatement que la droite {ah, a'6') est rabattue suivant ai 6 ; le 
rabattement du point (m, m') est alors le point de rencontre m\ de 
a\h avec la perpendiculafre m^ abaissée du point m sur la char- 
nière aP. 

Une .£Dis tracé le rabattement de la trace verticale, pour obtenir le 
rabattement du point (m* m'), on pourrait utiliser encore l'horizon taie 
{fid, t'd) passant par ce point ; en effet* d*abord la trace verticale 
{d, d^ de cette horizontale est rabattue en di à rintersectlon de <2(Qi 
at de la (perpendiculaire abaissée du point d sur la charnière, et 
comme d'autre part les horizontales du plan sont des parallèles à la 
charnière, il en résulte que le rabattement de {cd, c'd!) est la parallèle 
diCi menée par di à a?. Le rabattement du point (m, m') est alors à 
l'intersection de mp- et de Cid|. 

Enfin, on pourrait aussi se servir de la frontale {ef, t^f) passant par 
{m, m'). Cette frontale rencontre la charnière aP au point e qui ne 
bouge pas pendant le mouvement de rotation du pian, et comme 
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elle est parallèle à la trace verticale «Q, on a immédiatement son 
rabattement en menant parle point e la parallèle e/i à «Qi. Le rabat- 
tement du point (m, m') est alors à Tintersection de eft et de mi^. 

184. Rabattement d*un plan Tertlcal sur un plan horizontal. 

— Le raisonnement qui nous a conduits à l'énoncé de la règle du 
triangle rectangle suppose essentiellement que le plan rabattu n'est 
pas vertical, c'est-à-dire n'est pas perpendiculaire au plan horizontal 
sur lequel s'effectue le rabattement. Nous allons maintenant examiner 
ce cas particulier. 

Soit, par exemple, à rabattre le plan vertical P sur le plan hori- 
zontal H' (fig, aa4). La charnière est la droite d'intersection AB des 

plans P et H' et sa projection ab 
sur le plan horizontal est la trace 
horizontale du plan P. Soient M 
un point quelconque du plan P^ 
m sa projection horizontale, si- 
tuée d'ailleurs sur a6 ; la proje- 
tante Mm rencontre AB au point 
m'. On voit immédiatement que,, 
dans le rabattement du plan P, 
le point M décrit un arc de cer- 
cle de centre m' dans un plan 
perpendiculaire à AB ; une fois 
le rabattement effectué, M est 
alors venu en Mi sur la perpen- 
diculaire élevée en m' à AB, et sa 
projection horizontale mi est sur 
la perpendiculaire élevée en m à 
ab ; on a en outre mmt = m'Mi = m'M. Comme m'M mesure 
la différence des cotes du point M et de la charnière AB, ou encore 
la distance de leurs projections verticales, on en conclut la règle sui- 
vante : 

Lorsqu'on rabat un plan vertical sur un plan horizontal, le rabat- 
tement de tout point du plan se fait sur la perpendiculaire élevée de la 
projection horizontale de ce point sur la trace horizontale du plan, à 
une dislance de celle-ci égale à la différence des cotes du point et de la 
charnière, ou encore à la distance des projections verticales du point et 
de la charnière. 




Fig. 334 
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Cette règle a déjà été établie (17) dans le cas particulier où Ton rabat 
un plan vertical sur le plan horizontal de projection. 

On se rend compte aisément que les divers points du plan verti- 
cal P se rabattent sur H' d'un côté ou de l'autre de la charnière 
suivant qu'ils sont eux-mêmes; dans le plan P, d'un côté ou de 
l'autre de la charnière, c'est-à-dire au-dessus ou au-dessous du plan. 



185. Applications. — 10 Cherchons, par exemple, ce que devient 

le point {m.mf) du plan vertical PaQ 
{fig, 325) lorsqu'on rabat ce plan 
sur le plan horizontal de projection. 
En vertu de la règle énoncée au n* 
précédent, le point considéré se 
rabat en mi sur la perpendiculaire 
élevée en m à la trace horizontale 
aP du plan, et à une distance de 
cette trace égale à sa cote : mmi = \i-m\ 
Quant à la trace verticale «Q du 

• 

plan, puisqu'elle est perpendicu- 
laire à la trace horizontale, elle se 




Fig. 225 

rabat suivant la perpendiculaire «Qi élevée en a à la droite «P. 



a<* Soit à rabattre encore le plan de profil PaQ ifig. 226) sur le plan 

horizontal de projection. Pour obtenir 
le rabattement mj d'un point quelcon- 
que {mtm!) de ce plan, il suffit encore 
de porter sur la perpendiculaire élevée 
en m à la trace horizontale «P du plan 
une longueur mmi égale à la cote «m' 
y du point donné. Graphiquement, on 
mène par m la parallèle mmi à la ligne 
de terre et, du point « comme cen- 
tre, on décrit l'arc de cercle de rayon 
am' jusqu'au point m2 où il rencontre 

p. 226 ^^» P^^^ P^^ ^^ point m2 on mène la 

parallèle à aP; le point mi où cette 
parallèle rencontre mmi est le rabattement cherché. 

3* Soit maintenant, en géométrie cotée, à trouver le rabattement 
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du i)oint m(5,8) (y^. 337) IcMrsqn'on ralMit le plan Tertical ab qui 
contient ce point sur le plan horissontal de cote 3, par exemple. La 
charnière est rborîzontale AB de cote 3 projetée suivant la trace 
horizontale ab du. plan vertical donné. La différence des cotes du 
point m(5,8) et de la charnière étant 5,8 — 3 = a, 8, en appliquant 
la règle du n^ i84, on élève en m la perpendiculaire sur ab et on 
porte sur celte perpendiculaire, à partir de m, une longueur mmi 
égale à 2 unités 8 dixièmes de l'échelle du dessin ; mi est le rabatte- 
ment du point donné. 

Remarque. — Dans les exemples précédents, on peut porter la lon- 
gueur TiuRi d'un côté ou de l'autre de la charnière, suivant le sens 

du rabattement. D'ailleurs, une fois 
qu'on a obtenu le rabattement d'un 
premier point du plan vertical donné, 
on est complètement ùxé pour rabattre 
tous les autres points de ce plan. Ainsi, 
si l'on veut rabattre le point 11(1, 4) du 
plan vertical ab {fig. 227), comme ce 
point a une cote inférieure à celle de 
la charnière alors que le premier point 
rabattu m(5,8) avait une cote supé- 
rieure, son rabattement fit doit être 
placé de Tautine côté de ab par rap- 
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port au point m. 
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PràblétÊte du relèvement 



186. Le problème général du relèvement peut s'énoncer ainsi : 
Un plan P ayant été rabattu sur un plan horizontal, déterminer les 

projections (pu la projection horizontale et la cote) d'an point de ce plan, 

connaissant son rabattement. 

, Pour résoudre ce problème, il suffit de faire en sens inverse les 
constructions indiquées pour obtenir le rabattement d'un point ; les 
remarques exposées au n* 181 permettent, tout comme dans le rabat- 
tement, de simpliâer notablement les constructions du relèvement. 



PaOBLEMB DU RELEVEMENT 



i67 



Au surplus, les quelques exemples que nous allons traiter mettront^ 
complètement en évidence les liens étroits unissant le rabattement et 
le relèvement d*un plan, qu'on nedoit pas, en réalité, considérer comme 
deux problèmes distincts. 

487. Problème. — Relever un plan quelconque rabattu sur un plan 
horizontal. 

!• Soit le plan P défini par les deux droites concourantes (oa, oV), 
(o5, 0^6') (flg. 228) ; proposons-nous de déterminer les projections de 




Fig. 228 



celui de ses points M qui se rabattrait en mi dans le rabattement de 
ce plan sur le plan horizontal H'. La charnière est alors l'horizontale 
(a&, a'(/) du plan P. 

Construisons d*abord le triangle de rabattement ot^ù2 du point (0, 0') ; 
pour cela, abaissons la perpendiculaire ow sur ab et portons sur la 
parallèle menée par à a& la longueur oo^ égale à la distance o',oi <les 
projections verticales du point (0, 0'} et de la charnière. 

L'angle owos est alors l'angle « des triangles de rabattement de tous 
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les points du plan P (178, Rem. II); par suite, si du point mi on 
abaisse la i)erpendiculaire mi(i sur la projection horizontale ab de la 
charnière, et si, par le pied i^ de cette perpendiculaire, on mène la 
parallèle 111112 à uoz, la direction de cette parallèle sera évidemment 
celle de l'hypoténuse du triangle de rabattement du point cherché ; 
comme, d'autre part, en vertu de la règle du triangle rectangle (176), 
cette hypoténuse a pour longueur miti, en décrivant l'arc de cercle 
de centre h- et de rayon i^mi qui coupe v^m2 au point m% et en me- 
nant la parallèle nhm à ah, il est évident que le triangle {imms» 
obtenu ainsi, est le triangle de rabattement du point M ; par suite 
m est la projection horizontale de ce point et mmi mesure la distance 
de sa projection verticale à celle de la charnière ; cette projection ver- 
ticale est donc le point m' obtenu en portant sur la ligne de rappel 
du point m une longueur H-im' égale à mm^ au-dessus ou au-dessous 
de a^b'y suivant le sens adopté pour le rabattement du plan P. 

Ayant ainsi relevé un premier point du plan, les constructions 
nécessaires pour en relever d^autres points deviennent plus simples. 
Ainsi, soit à relever le point N dont le rabattement est projeté en ni ; 
la droite MN qui, après le rabattement, est projetée en iiiini, rencontre 
la charnière au point dont la projection horizontale est p et dont la 
projection verticale s*obtient en rappelant p en P' sur a'b' ; comme 
ce point (p, p') ne bouge pas dans le mouvement de rotation du plan 
P, il en résulte que les projections de la droite MN sont mp et m'P' ; 
la projection horizontale n du point N rabattu en ni se trouve alors à 
rintersection de /n3 avec la perpendiculaire niv à ab ; quant à sa pro- 
jection verticale, on Toblient en rappelant n en n sur p'm'. 

188. 2« Supposons maintenant qu'on ait rabattu sur le plan hori- 
zontal de projection un plan PaQ défini par ses traces (fig. aaS), et 
soit à relever le point M de ce plan rabattu en mi. On cherche d'abord, 
comme nous l'avons indiqué (i83), le rabattement ai d'un point 
quelconque (a, a') de la trace verticale, ce qui donnera au besoin le 
rabattement aOi delà trace verticale. Cela fait, si on considère la droite 
AM du plan, il est évident que cette droite est rabattue suivant aiwii ; 
elle rencontre la charnière. aP a.u point (6, b'); or, ce point ne bou- 
geant pas dans le mouvement de rotation du plan, il en résulte que 
les projections de la droite AM sont ab et a'b'. Le point M se trou- 
vant sur cette droite, sa projecjtion horizontale m est alors à Tinter- 
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section de ab et de la perpendiculaire mi{i à la charnière «P ;'sa pro- 
jection verticale s'obtient ensuite en rappelant m en m' sur a'b\ 

La méthode employée pour relever le point M consiste en 
somme, comme on le voit, à relever d'abord une droite du plan pas- 
sant par ce point. On pourrait alors, au lieu de relever une droite 
quelconque, relever l'horizontale ou la frontale passant par le point. 
Par exemple, l'horizontale passant par le point M est évidemment 
rabattue suivant la parallèle midi à la trace horizontale aP ; elle ren* 
contre la trace verticale en un point D rabattu en di, dont la projec- 
tion verticale d' s'obtient en portant sur aQ la longueur ad' égale à 
adi et dont la projection horizontale d est à l'intersection de œy eide 
la ligne de tappel du point d ; on peut alors tracer immédiatement 
les projections cd et &d' de l'horizontale considérée. Gela fait, la pro- 
jection horizontale du point rabattu en mi est en m, à l'intersection 
de cd avec la perpendiculaire abaissée de mi sur aP, et sa projection 
verticale s'obtient en rappelant m en m' sur c'd'. 

De même, on remarque que la frontale passant par le point M est 
rabattue suivant la parallèle mi/i menée par mi au rabattement aQi de 
la trace verticale du plan ; elle rencontre la charnière au point (e,e'); 
ce point restant immobile dans le rabattement, on peut alors tracer 
immédiatement les projections ef et e'f de la frontale considérée. La 
projection horizontale m du point M s'obtientensuite en déterminant 
l'intersection de la droite c/avec la perpendiculaire mi[ji à aP, et sa 
projection verticale m' est à Tintersection de la ligne de rappel du 
point m avec la droite e'f . 

i89. 3« Si le plan rabattu sur le plan horizontal est un plan 
de bout PaQ (Jig, aai), pour obtenir les projections du point rabattu 
en mi, il suffit de faire en sens inverse les constructions très simples 
que nous avons exposées au n9 179. On mène la parallèle mifx à a?y et la 
parallèle mim2 à Pa, cette dernière parallèle rencontre xy en m2 ; on 
décrit alors l'arc de cercle de centre a et de rayon ama qui coupe «Q 
en m' ; m' est la projection verticale du point cherché et sa projection 
horizontale s'obtient en rappelant m' en m sur mi{JL. 

190. 4^ Soit maintenant, en géométrie cotée, un plan P défini par 
une échelle de pente {fig. 222); supposons ce plan rabattu sur le plan 
horizontal de cote a par exemple : la charnière est alors l'horizontale 
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a[a) h{a) du plan ôonné ; proposoDS-nous/connaisaant la projection au 
rabattement mi d'an point M de ce plan, de déterminer la projection 
et la cote de ce point. 

Construisons d'abord le triangle de rabattement cac2 du point c(3)- 
de l'échelle de pente, nous déterminons ainsi l'angle de rabattement 
X du plan P (178, Rem. 11) ; par suite, si du point mi nous abaissons la 
V perpendiculaire mi^ sur la charnière ab et si, par le pied de cette per- 
pendiculaire, nous menons la parallèle [tnii à act, la direction de cette 
parallèle est évidemment celle de l'hypoténuse du triangle rectangle 
de rabattement du point M. Gomme, d'autre part, en vertu de la régie 
du triangle rectangle (177), la longueur de cette hypoténuse est 
mitx, en décrivant l'arc de cercle de centre [i et de rayon fxmi, qui 
coupe fim^ au point m% et en menant la parallèle m^m à ab, il est clair 
que le triangle rectangle iimmi ainsi obtenu est précisément le triangle 
de rabattement du point M. La projection de ce point est donc m ; 
quant à sa cote, elle est égale à 2+mm2. 

Si l'on veut maintenant relever un deuxième point N du plan con- 
naissant son rabattement ni, il suffît de remarquer que la droite MN 
est rabattue en mi/ii et rencontre la charnière en un point projeté 
en w ; ce point ne bougeant pas dans le mouvement de rotation du 
plan, il en résulte que la droite MN est projetée suivant mco ; par suite, 
la projection du point N est en n à l'intersection de la droite mo et de 
la perpendiculaire niv h ab. 

191. Problème. — Relever un plan vertical rabattu sur le plan 
horizontal de projection. 

Soit (fig. aa5) le plan vertical PaQ supposé rabattu sur le plan 
horizontal de projection; proposons-nous de déterminer les projec- 
tions du point M de ce plan rabattu en mi. En vertu de la règle 
énoncée au n*" i84, la projection horizontale de ce point est le pied m 
de la perpendiculaire abaissée de mi sur la trace horizontale aP du 
plan. D'autre part, toujours en vertu de la même règle, la distance 
mim mesure la cote du point cherché ; donc, la projection verticale de 
ce point est le point m' obtenu en portant sur la ligne de rappel du 
point m la longueur [xm' égale à mmi, au-dessus ou au-dessous de la 
ligne de terre, suivant le signe de la cote du point M, signe que l'on 
doit connaître a priori. 

En géométrie cotée (fig. 217), il suffit d'inscrire à côté de la proiec- 



tîon horizontale m, obtenue comme plus haut, la cote du point M, 
égale à celle delà charnière augmentée ou diminuée de la distance 
mmi, mesurée à Féchelle du desân. 



EXERCICES 



i® Deux plans de projection, 

i. On considère le plan défini par le point {m, m') et la ligne de 
terre ; trouver le rabattement du point (m, m') lorsqu'on rabat ce 
plan sur le plan horizontal de projection. 

2. Rabattre sur le pian horicontal un plan P déterminé par un 
point (m, mf) ojt une droite de profil définie par deux points \a, a*U 
(6, b') ; trouver le rabattement du point (m, m'). 

3. Étant donnée dans le plan horizontal une droite «P qui ren- 
contre xy au point a^ mener par ce point une autre droite <xQ dans le 
plan vertical telle que, dans le rabattement du plan PaQ sur 
le plan horizontal, le rabattement de «Q vienne dans le prolongement 
deaP. 

4. Construire les projections des hauteurs d'un triangle connais- 
sant les projections des trois sommets de ce triangle. 

5. On donne dans le plan bissecteur du second dièdre un cercle 
défini par son centre et son rayon ; trouver sur ce cercle un point qui 
soit à une distance donnée de la ligne de terre. 

6. Construire un plan défini par les deux projections (o, o') d'un de 
ses points et le rabattement oi de ce point sur le plan horizontal. 

{Navale,) 

7 . Construire un carré, connaissant les projections des extrémités 
(a, a'), (c, c') d'une de ses diagonales et sachant que l'un des autres 
sommets se projette sur une droite donnée du plan vertical. 

2<» Géométrie cotée. 

8. On rabat le plan défini par les trois points o(4), a(6) et 6(8) sur 
le plan horizontal de cote 3; construire le rabattement de l'horizontale 
de cote 5 de ce plan. 

9 . Dans un plan P défini par une échelle de pente, on donne deux 
points par leurs projections a et 6 . Ces points sont deux sommets 
d'un triangle équilatéral situé dans le plan P; construire la projection 
du troisième sommet. 
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10. On donne, dans le plan défini par le point m(3) et l'horizontale 
, ab(i), un cercle de rayon p ayant son centre O sur l'horizontale 

donnée; mener par le point M, dans ce plan, une droite sur laquelle 
le cercle intercepte une corde de longueur donnée. 

11. On donne les projections de deux droites concourantes OA et 
OB et la cote d'un point A situé sur la première; on demande de gra- 
duer ces deux droites sachant que, loi-squ'on rabat leur plan sur le 
plan horizontal passant par A, leur point de concours est rabattu 
en un point donné oi. 

12. On donne, dans un plan P défini par une échelle de pente, 
le centre O d*un cercle de rayon R et un point A. Construire la 
projection du losange ABCD dont les sommets B et D sont situés 
sur le cercle donné et dont la diagonale BD a une longueur donnée. 

13. Trouver la projection cotée d'un triangle équilatéral, connais- 
sant deux sommets par leurs projections cotées et sachant que le 
troisième sommet est dans le plan horizontal de projection. 

14. Trouver la projection cotée d'un triangle équilatéral, connais- 
sant les projections cotées d'un sommet et de son centre et sachant 
qu'un autre sommet se trouve dans un plan donné. 

45. Construire la projection cotée d'un carré défini par son plan 
et les projections de deux sommets situés sur une même diagonale. 
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CHAPITRE n 
APPLICATIONS DES RABATTEMENTS 



DÉTERMINATION DES DISTANCES 

192. Lorsqu'une figure plane est parallèle à Fun des plans de pro- 
jection, les longueurs et les angles de cette figure se projettent sur 
ce plan en vraie grandeur. 

193. Il résulte de là que pour détermjiner la longueur d'un seg- 
ment ou la grandeur d'un angle situés dans un plan P, il suffit de 
rabattre ce plan sur un plan horizontal; après le rabattement, le seg- 
ment ou l'angle considérés se projettent horizontalement en vraie 
grandeur. 



1. 



Distance de deux points. 

194. Méthode générale. — D'abord, si la droite joignant deux 
points donnés K et B est horizontale, la distance de ces deux points 
est égale à la distance de leurs projections horizontales ; de même, si la 
droite ÂB est de front, la distance des points X et h est égale à la 
distance de leurs projections verticales (iga). 

Lorsque la droite joignant les points A et B n'est ni horizontale ni 
de front, on obtient la distance de ces points en rabattant sur un plan 
horizontal le plan vertical projetant horizontalement la droite AB ; la 
distance des nouvelles projections horizontales des points k et B après 
le rabattement est la distance cherchée (igS)» 

195. Problème. — Détermine? la distance de deux points (a,a'), 
(5,6') définis par leurs projections (fig. aag). 
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Le plan projetant horizontalement la droite (ab, a'h') est le plan 

vertical ayant pour trace 
horizontale la droite ab. 
Rabattons ce plan sur le 
plan horizontal de projec- 
ti(m; les points (a,a'), {b,b') 
se rabattent aux points ax 
et &i obtenus en portant 
respectivement sur les per- 
pendiculaires élevées en a 
et 6 à ia droite a6, les 
longueurs aai =: aa^ et 
bbi = P6'(i85); d'ailleurs 
ces longueurs doiTent être 
portées d'un même côté de 
ab, car les points donnés sont tous deux au-dessus du plan horiaontal 
de projection. La distance cherchée est alors mesurée par aibx. 

196. Problôme. — Déterminer la distance de deux points défiais 
par leurs projections cotées. 

Soit à déterminer la distance des points a(3,a) et 6(5,8) {flg: aSo). 
Le plan projetant horizontalement la droite AB est le plan vertical 
ayant pour trace horizontale ah, Rabattons ce plan sur le plan ho- 
rizontal de cote 3, a qui contient le point A; la charnière est alors 

l'horiflontale de cote 3, a projetée 
suivant ab. Le point A étant sur 
la charnière ne bouge pas pendant 
la rotation du plan; quant au point 
B, après le rabattement, il se pro- 
jette au point 6i obtenu en portant 
sur la pefrpendiculaire élevée en 5 à 
^^*^'^ la droite ab la longueur bbi égale à 

5,8 — 3,a = a unités 6 dixièmes de ^é- 

,_ chelle du dessin( i84). La distance AB est 

'° ^ ' ^ ^ alors mesurée par ab^, 

^ * ** Remarque. — Nous avons déjà résolu 

Fig. 230 ç^ problème ati n« aô, en foisant un ra- 

battement sur le plan horizontal de projection. 
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197. Problème. — Porter sur wie droite donnée ane longueur don- 
née à partir d^an point donné. 

Ce problème est en quelque sorte l'inverse du précédent. 

i* Soit, par exemple, à porter sur la droite (a6, a'6'.) (fig. aag) et 
à partir du point {a,a*) une longueur donnée 8. Rabattons sur le 
plan horizontal de projection le plan vertical ab projetant horizon- 
talecaent la drcnte donnée; celle-ci se rabat en ai&i. Portons alors sur 
^i&i et à partir de Oi la longueur amt égale à 8, puis relevons en 
(j!M,m'} le point mi {191) : la longueur demandée est alors projetée 
en tam, a'm'). 

a* Enfin, s'il s'agit de porter une longueur égale à 8 à partir du 
p3Îni a(3,a) sur la droite a(3»a) 6(5,8) {fig.» a3o), on rabat comme 
nous Tavons fait (i85, 3o) le plan vertical projetant cette droite 
sur le plan horizontal de cote (3,a), et sur le rabattement obtenu 
^161 on porte la longueur aimj égale à S; on relève ensuite le point 
mi en m star oô, et on a ainsi la projection de l'extrémité de la lon- 
gueur demandée. Pour avoir la cote de cette extrémité, on mène la 
parallèle mifx à ad jusqu'au point fx où elle rencontre bbi et on 
mesure à Téchelle du dessin la longueur bfi ; la cote cherchée est 
alors 3,a + &fx (approximativement dans notre épure 3,a-f-ï,5=: 

4,7)- ' 

Remarque. — Nous avons déjà résolu ce problème au n* a6, en faî- 
rsant un rabattement sur le plan horizontal de projection. 



i II. 
Distance d'un point à un plan. 

198. Méthode. — D'une manière générale, pour obtenir la distance 
■d'un point M à un plan donné P, on mène par le point M la per- 
pendiculaire au plan P et on détermine le point N où cette perpendi- 
culaire perce le plan P; la distance demandée est la longueur MN. Le 
problème se trouve ainsi ramené à déterminer la dislance de deux 
points, 

199. Problème. — Déterminer la distance du point (m, m') au plan 
i**aQ défini par ses traces (fig. a3i). 
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i» Le plan donné est quelconque. — On a immédialement les 
projections de la perpendicolaire [mp» nifp')j abaissée du point 

(m, m'} SOT le plan P en 
menant de m la perpen- 
dicnlaire mp à la trace 
horizontale aP de ce plan 
et de m' la perpendicu- 
laire m'p' h sa trace verti- 
cale aQ (171). 

Pour obtenir ensuite le 
pied de cette perpendicu- 
laire, c'est-à-dire le point 
où la droite {mp, m'p') 
perce le plan donné, on 
détermine, par exemple, 
la droite d'intersection 
(fg, fg') du plan donné 
et du plan de bout m'p' 
projetant verticalement la 




Fig. 3?l 



perpendiculaire ijnp, m'p') ; celle-ci rencontre (fg.fg') au point cher- 
ché (A, n'}. 

Il ne reste plus qu'à chercher la distance des points* (m, m'), (n, n'y 
(195) : pour cela, on rabat le plan vertical ma sur le plan horizontal 
de projection. Les rabattements mi et ni des points (m, m') et (n, n'} 
s'obtiennent en portant, sur les perpendiculaires élevées en m et n 

à mn, les longueurs mmt et n/ii res- 
pectivement égales aux cotes jim' et 
■ vAi' de ces points [d'un même côté 
de mn, puisque les points (m, m') 
et (n, n') sont d'un même côté du 
plan horizontal de projection]. 

La distance cherchée est mesurée 
par mirii. 




Fig. 322 



20 Le plan donné est de bout, — 
Lorsque le plan donné PaQ est de 
bout (fig. 23a ), la perpendicu- 
laire (mp, m'p') menée à ce plan par le point (m, m') est une droite 
de front ; de plus, le point (n, n') où elle perce le plan de bout PaQ 
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est le point dont la projection verticale n* est à l'intersection de aQ 
et de m'p'. 

Il résulte de ces simplifications et de la remarque faite au début 
de ce chapitre (193) que la distance du point (m, m!) au plan PaQ est 
mesurée par le segment mV. 

On peut faire une remarque analogue lorsque le plan donné est 
vertical. 



SOO. Problème. — Déterminôr la distance da point {m, m!) au plan 
défini par les deux droites (pa, o'a!) et (oh, o'h') {fig, a33). 

On commence par déterminer une horizontale {cd, ù'd') et une fron- 
tale (de, d'e') du plan 
donné (131 et ia3) ; 
puis on abaisse de m 
la perpendiculahe 
mp sur cd, et de m' la 
perpendiculaire m'p' 
sur d'e' ; la droite 
{mpy m'p') est la per- 
pendiculaire menée 
du point (m, m!) au 
plan des deux droites 
données (171, 2''), 

Pour obtenir en- 
suite le pied de 
cette perpendicu- 
laire, on détermine, 
•par exemple, la 
droite d'intersection 

C/g. fg') du plan 
donné avec le plan 
vertical fg- proje- 
tant horizontale- 
ment la perpendi- 
culaire {mp, m'p'); 
le point (n, n') où 
cette perpendiculaire rencontre (fg, fg') est le point cherché. 
11 faut maintenant chercher la distance des deux points (m, m'} et 

Chollet bt Mineur, I. 12 
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(n» n') ; pour cda, an peut par eiiempite rabattre sur le plan hori- 
zontal c'd' le plan vertical mn projetant horizontalement la droite 
(mn, m'n'). 

Âpres le rabattement, les points (m, m') et (a» n') sont projetés 
horizontalement aux points mi et rit (Menus en portant respedi- 
vement sur les perpendiculaires élevées en m et i( à la droite mn 
les longueurs mmi =r m'p, /uii = n'v. Ces longueurs devront être 
portées de part et d'autre de m^i, car les points (m, m') et (n, n') 
sont situés, l'un au-dessous, l'autre au-dessus du plan horizontal 
c'df sur le'quel s'efTectue le rabattement. La distance du point (m, m') 
au plan donné est alors mesurée par le segment mi/ii. 



n 
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201 , Problème. — Déterminer la distance du point m (5, 6) à an 
plan P défini par une échelle de pente (fig. 234). 

Nous savons qu'étant donné un plan P défini par une échelle de 
pente, si l'on prend un plan vertical auxiliaire de projection paral- 
lèle à cette échelle de pente, ce plan devient un plan de bout (137). 

En utilisant cette remar- 
que, considérons par exemple 
le système de deux plans de 
projection défini, d'une part 
par le plan horizontal de cote 
2, et d'autre part par le plan 
vertical ayant pour trace hori-^ 
zontale la parallèle œy menée 
à P par le point m. La trace 
verticale du plan donné s'ob- 
tient aisément en joignant 
les traces verticales a et 6' 
des horizontales de cotes 2 et 
3 de ce plan (?6' = i unité 
de l'échelle) ; de même, la 
projection verticale m' du 
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Échelle 
Fig. 234 



point donné m(5,6) est le point m' obtenu en portant sur la perpendi- 
culaire élevée en m à a?y, du même côté que h\ une longueur mm* 
égale à 5,6 — 2 = 3 unités 6 dixièmes de l'échelle du dessin. 

On est alors ramené k chercher la distance du point (m, m') au 
plan do bout ««6' ; or on sait (199, 2<^) que cette distance est égale à 
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la distance mV de la projection verticale du point à la trace verticale 
ad' du plan. 

Remarque. — Rappelons en passant que la perpendiculaire abaissée 
du point m(5,6) sur le plan P a sa projection horizontale mn con- 
fondue avec œy et qu'elle est définie par le point donné in(5,6) et par 
son pied, le point N dont la projection est n et ia cote a +nn'. 

202. Problème. ~ Déterminer la distance da point m(3^ 7) au plan 
défini par les deux droites concourantes 0(6) a(a) et 0(6) &(a) {fig. 335). 

Gomme dans le problème précédent, on rend le plan donné de 

bout en prenant par exemple 
comme plan vertical auxiliaire 
xy, celui dont la trace horizon- 
tale est la perpendiculaire abaissée 
de m sur Thorizontale 0(2) 6(a) du 
plan. En supposant encore qu'on 
prenne comme plan horizontal 
de projection celui dont la cote 
LU m(3r7) V 6st 2, on aura la trace verticale 

du plan donné en joignant le 
point a où ab rencontre xy à la 
projection verticale 0' du point 
0(6) (wo' = 4 Tinités de l'écheUe) ; 
de même, la projection verticale 
du point m(3,7) est le point m*^ 
obtenu en portant sur la perpen- 

L_ diculaire élevée en m à xy la 

^ longueur mm' égale à 3,7 — 2 = 1 

unité 7 dixièmes de l'échelle. 
^'^S' 235 Comme dans le problème pré- 

cédent, la distance du point m(3,7) au plan donné est alors donnée 
par le segment m'n' mesurant la distance du point m' à la trace verti- 
cale ao'du plan. 

Remarque. — La perpendiculaire abaissée du point /n(3,7) sur le 
plan est encore ici la droite projetée suivant xy, définie par le point 
m(3,7) et par son pied, le point N dont la projection est n et la 
cote a H- nn!. 
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§111. 

Distance d*an point à une droite. 

203. MÉTHODE. — Pour obtenir la distance d'un point M à une droite 
AB, on cherche la distance du point M au pied de ta perpendiculaire 
abaissée de ce point sur la droite AB. 

20i. Cas où la droite est perpendiculaire à Tun des plans 
de projection. — Soit, par exemple, à chercher la distance du point 

(m, m') à la verticale (o, a'b') {Jlg. a36), 
La perpendiculaire abaissée du point 
(m, m') sur cette verticale est l'horizontale 
(mn, m'n'), dont la projection horizontale 
est confondue avec la droite mo joignant le 
point m à la tr^ce horizontale o de la ver- 
ticale donnée ; le pied de cette perpendi- 
culaire est le point (a. n') (n confondu 
avec o), de sorte que la distance cherchée 
est mesurée par le segment mn (ou mo) 

. On en conclut donc que : 

La distance d'un point donné à une verticale donnée est égale à la dis^ 
tance de la projection horizontale du point à la trace horizontale de cette 
verticale. 

Cette conclusion est d'ailleurs valable pour la géométrie cotée ; ainsi 

la distance du point m(4,9) à la verticale o 

o^ ^ {fig, 387) est mesurée par le segment mo 

wKi9i II est évident, par analogie, que : 

Fig. 237 

La distance d'un point donné à une droite de 
bout est égale à la distance de la projection verticale du point à la trace 
verticale de la droite, 

205. Cas où la droite est parallèle à Tun des plans de pro- 
lectlon. — Avant de traiter ce cas particulier, nous rappellerons qu'un 
angle droit dont un côté au moins est parallèle à Tun des plans de 
projection se projette sur ce plan suivant un angle droit. 




Fig. 236 
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i^ Déterminer la distance d'un point donné à une horizontale ou à 
une droite de front donnée (deux plans de projection). 

I. — SoH, par exemple (fig. a38), à déterminer la distance du point 
(m,m') à l'horizontale {ab, a'b') ; la perpendiculaire abaissée du point 
sur la droite est projetée horizontalement suivant la perpendiculaire 
mn abaissée de m sur ab (173, Cas part.); le point n où mn rencontre ab 
est la projection, horizontale du pied de cette perpendiculaire et ia pro- 
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Fig. 339 



jection verticale n' s'obtient en rappelant n sur aîV, Il reste maintenant 
à chercher la distance des points (m, m'), (n, n') ; pour cela on rabat le 
plan vertical mn sur le plan horizontal passant par (ab, a'b') ; le point 
(n, n') étant dans ce plan horizontal ne bouge pas, et le point (m, m') 
se rabat en m^ sur la perpendiculaire élevée en m à mn à une distance 
mmi de cette droite égale à [l'm'. La distance demandée est alors 
mesurée par le segment nm\. 

II. — On procède d'une manière analogue pour déterminer la dis- 
tance du point (m, m') à la frontale [ab, a'b') (178, Cas part.) {flg. aSg). 
La perpendiculaire (mn, m'n') abaissée du point (m, m') sur la droite 
est projetée verticalement suivant la perpendiculaire abaissée de m' sur 
a'b\ et Ton a immédiatement le pied (n, n') de cette perpendiculaire. La 
distance des deux points (m, m') et (n, n') s'obtient ensuite en rabattant 
le plan vertical mn sur le plan horizontal passant par le point (n, n') ; 
dans ce rabattement, (n, n') ne bouge pas, et le point (m, m') se rabat 
en mi sur la perpendiculaire élevée en m' à m'n', à une distance de cette 
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\ ^- 



W(4.3) 



droite égale à »'v, différence des cotes des points (m, m!) et (/i, n'). La 
distance demandée est alors noesurée par le segment nmi. 

3^ Déterminer la distance (fan point donné à une horizontale donnée 
(Géométrie cotée). 

Soit, par exemple, ifig, aiio), à déterminer la distance du point 

m(4,3) à rhorîzontale ab{tfi), La 
perpendiculaire abaissée du point 
donné M sur Thorizonlale donnée 
AB est la droite m(4.3) n( i,6) dont la 
projection horizontale est la perpen- 
diculaire abaissée de m sur ab et dont 
le pied est projeté en n au point de 
rencontre de. mn et de ab (79, i*). 
Pour obtenir la distance des 
points m(4,3) et n(i,6), il suffit de 
rabattre le plan vertical mn sur le 
plan horizontal de cote 1,6 conte- 
nant Thorizontale AB. 
Le point N étant dans ce plan, ne bouge pas; quant au point M, 
après le rabattement il est projeté au point m\ obtenu en portant sur 
la parallèle menée par m hab une longueur mm' égale à 4.3 — 1,6 = 
a unités 7 dixièmes de l'échelle. La distance demandée est alors 
mesurée par le segment nm' . 
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206. Cas général. — Méthode. Pov^r trouver la diit€uice d'un point 
M à une droite AB qui n'est ni parallèle ni perpendiculaire à l'un des 
plans de projection^ il suffit de rabattre d'abord sur un plan horizon- 
ial le plan MAB déterminé par la droite et le point donnés; la distance 
cherchée est alors égale (193) à celle de la nouvelle projection horizon- 
tale du point à la nouvelle projection horizontale de la droite, 

i" Le point et la droite sont définis par leurs projections horiiontales 
et verticales. 

Soit à déterminer la distance du point (m, m') à la droite [ab, a'b') 
(fig. a4i). Construisons d'abord rhorîzontale (m/i, m'N) du plan 
déterminé par la droite et le point donnés, puis rabattons ce dernier 
plan sur le plan horizontal m'h'. Les points (m, m') et (h, h'), étant sur 
la charnière, ne bougent pas pendant le rabattement. Pour obtenir le 



rabattement de la droite [at, •a'b'), il sufStalorade rabattre un seul de 

ms poùats,(a, a') par exemple: pour c«]«, oomtruisons le triangle de 

^ ^^ rabiiltemeat Oaai <ie «e 

r^^ point «n abaissant la per- 

pendiculaire ai ïur mh 

et «a portant sur la parai- 

...Af .__ lèl« i "ift menée par le 

point a la distance 

aaa=(iVi; cela fait, en 

,--'' portant sur a(i la longueur 

aa, égale à l'hypoténuse 

(xai de ce triangle nous 

avons ta projection hori- 

j a^ zontale a, du rabattement 

du point (a, a'). La droite 

-«^ {ab, a'b') est alors rabattue 

suivant aih et la distance 

mni du point m à cette 



droite 



Ftg. SU 

t la distance demandée. 



Beua&que, — miti est aussi la projecUon horizontale, après le 
rabattement, de la perpendiculaire abaissée du point (m, m') sur la 
droite («&. a'b'] ; ea relevant l£ point «i en (n, n'j, on a immédia- 
tement les proiections mn at m'n' de cette perpendiculaire. 



Le point el la droite sont défini 




par leurs projections horizontales 

Sott à déterminer, par enem- 
ple, la distance du point m[i) a. la 
droite AB dont on donne la pro- 
jection horizontale graduée [fii/. 
ail). Menons encore l'horizontale 
m[3)a(3) du plan MAB et rabat- 
tons ce plan sur le plan horizon- 
tal de cote 3; les points \ et M, 
, Q j z S étantsurlecharnière.nebougent 

ÉckiUe pas pendant le rabattement, 

P'e- 3*S Pour obtenir le rabattement de 

U droite AB, U sufSt alors de rabattre un seul de ses points, 
6(5) par exemple ; pour cela, construisons le triangle de rabat- 
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tement b^bt de ce point en abaissant la perpendiculaire b? sur 
am .et en portant sur la parallèle menée è am par le point b la 
longueur 662 égale à 5 — 3 = 3 unités de l'échelle du dessin ; cela 
fait, en portant sur 6p la longueur p&i égale à l'hypoténuse f^b% de 
ce triangle, on a en &i la projection horizontale du point 6(5) après 
le rabattement. La droite a5i est alors la projection horizontale de la 
droite AB rabattue et la distance mrii du point m à cette droite abi 
est la distance demandée. 

Remarque . — En relevant le point iti en n sur ab, on a en fim 
la projection delà perpendiculaire abaissée du point M sur AB; on 
obtiendrait la graduation de cette perpendiculaire au moyen des hori- 
zontales du plan MAB . 
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AUTRB MÉTHODE POUR DÉTERMINER LA DISTANCE D'UN POINT 

A UNE DROITE. — PouT déterminer la 
distance d'un point M à une droite 
AB, on peut encore mener du 
point M le plan P perpendiculaire 
à la droite (fig . 243) et déterminer le 
point 1 où ce plan rencontre la 
droite (76 et 17a). 

On est alors ramené à chercher la 
distance des points M et I (ig5 et 196). 




Fig. 343 



EXERCICES 



i* Deux plans de projection. 



i . Trouver la distance des deux traces d'une droite donnée. 

2. Mener par un point une droite de longueur donnée s'appuyant : 
I® sur une horizontale donnée ; a® sur une droite de front donnée ; 
3° sur une droite quelconque. 

3. Déterminer la distance de deux plans parallèles. 

4 . Mener un plan parallèle à un plan donné, à une distance donnée 
de celui-ci. 
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5. Trouver sur une droite donnée un point qui soit à une distance 
donnée d'un plan déûni par ses traces. 

6. Déterminer la distance de deux droites parallèles données. 

7 . Trouver la distance d*un point donné à une droite de profil 
donnée. 

8. Dans un plan on donne deux points. Menefdans le plan, par 
ces points, deux parallèles situées à une distance donnée Tune de 
l'autre. 

9 . On donne deux droites ; en construire une troisième, parallèle 
à la première, rencontrant la deuxième, et telle que le sepnent com- 
pris entre les deux plans de projection ait une longueur donnée. 

iO. Mener une droite de direction donnée s'appuyant sur une 
droite donnée, de façon que le segment compris entre la droite D et 
un plan donné P ait une longueur donnée. 

il. On donne trois plans P, Q, R parleurs traces. Mener une droite 
parallèle à une direction donnée rencontrant les trois plans respec- 
tivement aux points A, B, G de manière que AB et BG aient des 
longueurs données. 

(Navale.) 

12 . On donne dans le plan horizontal deux droites parallèles. Ce 
sont les traces de deux plans parallèles dont on donne encontre la 
distance. Déterminer ces plans. 



3*» Géométrie cotée. 



13. Étant donnés un point par sa projection cotée et la projection 
d*un deuxième point, trouver la cote de ce deuxième point, sachant 
qu'il est à une distance donnée du premier. 

14. Mener par un point défini par sa projection cotée une droite 
de longueur donnée s'appuyant sur une horizontale donnée. 

15. Étant donnés un plan P défini par une échelle de pente et la 
projection d'un point situé à une distance donnée du plan P, déter- 
miner la cote de ce point. 

16. Étant donnés deux plans parallèles définis par leurs échelles 
de pente, déterminer la distance de ces deux plans. 

17. Construire une échelle de pente d'un plan parallèle à un plan 
donné P et situé à une distance donnée de ce plan. 
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18. Déterminer sur une droite définie par sa projection graduée 
un point situé à une distance donnée d'un plan défini par une^ 
échelle de pente. « 

19. Déterminer la distance de deux droites parallèles données par 
leurs graduations. 

20. Construire un plan connaissant sa trace horizontale et sa dis- 
tance à un point donné. 

(St^Cyr,) 
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APPLICATIONS DES RABATTEMENTS {suite). 



DÉTERMINATION DES ANGLES. * 



il. 

Angles de deux droites. 

208. Oéf innions. — Deux droites indéfinies coneouranXes forment 
quatre angles, deux à deux égaux et deux à deux suppiém«nlaircs ; il 
en résulte que deux de ces angles sont aigus et les deux autres obtus, 
à moins que les droites ne soient perpendiculaires entre elles, auquel 
€fts tes quatre angles qu'elles forment sont droits. 

Î09. Étant données deux droites quelconques dans l'espace, oq 
appelle angles de ces deux droites les angles formés par les parallèles 
menées à ces droites par un point quelconque. 

En particulier, deux droites de l'espace sont dites perpendiculaires 
si les parall^^s menées à ces droites par un point quelconque de Tes- 
pace forment quatre angles droits. 

• « 

210. La définition précédente ramenant la détermination des 
angles formés par deux droites à celle des angles de deux droites con- 
courantes, nous nous bornerons à résoudre ce dernier problème. 

211 • Méthode générale pour déterminer les ailles formés par 
deux droites concourantes. — On sait que si deux droites concou- 
rantes OA et OB sont parallèles à un plan P (fig, a44}» eUes sont 
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respectivement parallèles à leurs projections oa et ob sur ce pian ; 

par suite, leurs angles sont égaux à 
ceux que forment leurs projections 
sur le plan P. 

^ Il résulte immédiatement de 
cette remarque que les angles de 
deux horizontales quelconques {con- 
courantes ou non) sont mesurés par 
les angles formés par leurs projec- 
tions horizontales ; de même, les an- 
p gles de deux droites de front sont mesu- 

rés par les angles formés par leurs 

projections verticales. 

Si les deux droites concourantes données ne sont pas parallèles à un 
même plan de projection, on rabat le plan de ces deux droites sur un 
plan horizontal ; apwès le rabattement, les angles de ces deux droites 
sont projetés horizontalement en vraie grandeur. 




212. Problème. — Déterminer les a(igles formés par deux droites 
concourantes données par leurs projections horizontales et verticales^ 

Soient (oa, o'a') et {ob, o'b') les droites données {fig. 245). Rabattons le 

plan de ces deux droites sur le plan 
horizontal H'; les points (a, a'), 
(6, b') où les droites données ren- 
contrent H' ne bougent pas pen- 

tt'/ ^'c' \v6' h' ^^^* ^^ rabattement, de sorte 

qu'il suffit de déterminer le 
rabattement d'un autre point de 
chacune de ces droites, par exem- 
ple le rabattement Oi de leur 
point de rencontre (o, o'j. Rappe- 
lons d'ailleurs qu'en vertu delà 
règle du triangle rectangle( 1 76), le 
point oi s'obtient en menant par 
le point 0, d'une part la per- 
pendicnlaire ow, d'autre part la 
parallèle 002 à la projection hori- 
zontale ab de la charnière, en portant ensuite sur la dernière de ces 
droites la longueur 002 égale à la distance o'^i du point (0, o') au plan 




Fig. 945 
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horizontal H', et en reportait enfin sur ou la longueur coOi égale à 
l'hypoténuse u>02 du triangle rectangle uioo%. 

Le point oi étant ainsi obtenu, on a en Oia et Oib les projections 
horizontales des droites données après le rabattement; par suite, 
l'angle aoib et son supplément mesurent les angles de ces droites 
dans Tespaco. 

Nous avons construit le rabattement OiC de la bissectrice d'un des 
angles formés par les deux droites et nous avons relevé cette bissec- 
trice en (oc, o'c'), 

213. Cas particulier. — Le plan des deux droites données est per- 
pendiculaire à Vun des plans de projection. 

Supposons, par exemple {fig, a46), 
que les deux droites données (oa , o'a') , 
(o&, o'b') aient même projection 
horizontale ab; elles sont alors con- 
tenues Tune et l'autre dans le plan 
vertical ab. On rabat, comme plus 
haut, ce plan vertical sur un plan 
horizontal quelconque H' ; les points 
(d, a') et ip, b') où les droites don- 
nées rencontrent H' ne bougent pas 
pendant le rabattement et il suffit 
encore de rabattre leur point de 
rencontre (o, o') ; pour cela, on porte 
sur la perpendiculaire élevée en o à 
ab la longueur ooi égale à la distance o'wi du point (o, o') au plan hori- 
zontal H'. Les droites données sont alors, après le rabattement, pro- 
jetées horizontalement en oia et 0i6, et leurs angles sont mesurés par 
l'angle aoibet son supplément. 

Nous avons construit le rabattement oic .de la bissectrice de Tun de 
ces angles et relevé cette bissectrice en (oc, o'c'). 

On procéderait d'une manière analogue si les droites données avaient 
même projection verticale, c'est-à-dire si elles étaient contenues dans 
un plan de bout. 




Fig. 24Ô 



214. Problème. — Déterminer les angles formés par deux droites 
(oi)(a4) et o(ï)6(4) définies par leurs projections cotées {fig, 247). 
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Rabattons le plan OAB des deux droites données sur le plan hori- 
zontal de cote 4 par exemple ; 
la charnière est l'horizontale 
a(4) &(4) du plan OÂB et les 
points a(4) et &(4) où les 
droites données rencontrent 
cette charnière ne bougent 
pas pendant le rabattement. 
En déterminant alors la pro- 
jection oi du rabattement du 
point o(i) où se coupent les 
deux droites, on a, en oia et 
Oi6,. les projections des rabat- 
tements de ces deux droites ; 
leurs angles sont alors mesu- 
rés par l'angle aoib et son 
^^Sf- 247. supplément. 

Nous avons construit dans répure la bissectrice oic de l'angle aoib ; 
en relevant cette droite en o(i) c(4», nous avons obtenu la projection 
cotée de la bissectrice de l'un des angles formés par les droites données. 

215. Cas particulier. — Les deux droites données ont même pro- 
feetion horizontal. 

Soit à déterminer l'angle des deux droites a(o) 5(4) et c(i) d{2) qxit 

ont même projection hori- 
zontale (/î^r . 248). Ces deux 
droites sont alors conte- 
nues dans le même plan 
vertical ab. Rabattons ce 
plan vertical sur le plan de 
comparaison ; le point a'o) 
ne bouge pas et les points 
6(4), c(i), cr(a) se rabattent 
respectivement en bu Ci, 
di, à des distances de la 
charnière ab mesurées par 
leurs cotes. Les angles for- 
més par les droite» don- 
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Fig. 248 

nées sont alors ceux que forment lewrs rabattements a fri et adt^ 
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Remarque. — Le point oi, où se rencontrent abi et Cidu est le 
rabattement du point commun aux deux droites données ; sa pro- 
jection horizontale o est Je pied de la perpendiculaire abaissée de Oi 
sur ab et sa cote est le nombre qui mesure à l'échelle du dessin la 
longueur ooi. 

Nous avons construit la bissectrice ote de l'angle oôiCi, de sorte 
que la droite définie par le point e(o) et le point de rencontre O des 
deux droites données est la bissectrice de l*un des angles formés par 
ces droites. 



« 

Angles de deux plans. 

M6. Définitions. — Rappelons qu'on appelle angle plan ou recti" 
/fgrnc d'un angle dièdre PABQ {fig, a 49) l'angle rectiligne COD obtenu 
en coupant les deux faces du dièdre par un plan perpendiculaire à 
l'arête. 

0' 





Fig. 249 



Fig, 250 



Le hb^eciear de ce dièdre est le demi-plan défini par l'arête AB et 
la bissectrice OB du recliKgne COD. 

247. Deux plans indéfinis PP', QQ' qui se coupent suivant une 
droite AB (fig. 25o) déterminent quatre dièdres ; un troisième irfan 
R perpendiculaire à AB coupe les deux plans donnés suivant deux 
droites indéfinies concourantes COC' et DOD' formant quatre 
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angles plans qui sont respectivement les rectilignes de ces quatre 
dièdres. 



218. Méthode générale pour déterminer les angles formés par 
deux plans. — Il résulte de ce qui précède qae la détermination 
des angles formés par deux plans P et Q comporte la résolution de 
quatre problèmes distincts : 

i^ Délermination de l'inienecUon des deux plans P et Q; 
3« Construction d'an plan R perpendiculaire à celle inUrseclion ; 
3*> Détermination des deux droites d'inler section D et D' de ce plan 
R avec les plans P et Q ; 
4*^ Détermination des angles formés par les deux droites D et D'. 

Nous allons faire Tapplication de celte méthode générale à quelques 
exemples. 

219. Problème. — Déterminer les angles formés par deux plans 
définis par leurs traces, ainsi que les bissecteurs des dièdres formés par 
ces plans (deux plans de projection). 

Soient PaQ. PiPQi les deux plans donnés (fig. afr). Leur intersec- 
tion est (a6, a'b'). Construisons le plan perpendiculaire à cette droite, 
passant par le point (o, o') choisi arbitrairement sur ladite droite (172). 

En menant o'c' perpendiculaire à a'b' et oc parallèle k 'xy, on a 
d'abord une frontale (oc, o'c') de ce plan. Sa trace horizontale est la 
perpendiculaire à ab menée par la trace horizontale c de la frontale 
ainsi obtenue ; elle rencontre les traces horizontales des plans donnés 
respectivement en d et e. Par suite, l'intersection du plan que nous 
venons de construire et du plan PaQ est la droite joignant le point 
(0, o') au point d du plan horizontal ; de même, son intersection avec 
le plan Pi3Qi est la droite joignant (0, o') au point e du plan hori- 
zontal. 

Il nous reste alors à chercher les angles formés par ces droites dont 
nous n'avons pas tracé les projections sur l'épure, parce qu'elles ne nous 
seraient d'aucune utilité. En effet, en rabattant le plan autour de sa 
trace horizontale de, on remarquera que les points d et e qui appar- 
tiennent à la charnière ne bougent pas ; le point (0, o') se rabat en 
Oi sur ab et à une distance lOi de de égale à rhypoténuse io% du 
triangle rectangle 1*002 dont les côtés sont respectivement égaux aux 



ANGLES DE DEUX PLANS 



193 



distances oi et o'cu des projections de ce point aux projections de 
même nom de la charnière. 




Fig. 351 

Les deux droites sont alors, rabattues suivant Oïd et oie et l'angle 
doie et son supplément mesurent les dièdres formés par les plans 
donnés. 

Nous avons tracé dans Tépure la bissectrice oi/de l'angle doie; cette 
bissectrice rencontrant la charnière du rabattement en / se relève en 
(o/, o'f)* Les deux droites (a6, a'b') et (o/, o'f) déterminent alors Tun 
des plans bissecteurs des dièdres formés par les deux plans ; nous 
avons figuré les traces yR et tS de ce plan bissecteur. L'autre plan 
bissecteur se détermine de la même manière au moyen de la bissec- 
trice de l'angle supplémentaire de eoid* 

220. Cas particuliers. — i« Les deux plans sont perpendiculaires 
au même plan de projection, — Soit, par exemple, à déterminer les 
angles des deux plans de bout PaQ et Pi«iQi (flg, aSa) ; le plan 
vertical étant perpendiculaire à la fois aux deux plans, est perpendicu- 

Chollrt et Minbur, I. 13 
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laire à leur intersection et coupe chacun d'eux suivant sa trace yerti- 

cale; il en résulte que tes an- 
gles dièdres formés par les deux 
plans de bout sont mesurés 
par les angles rectilignes for- 
més par leurs traces verticales. 
Quant aux plans bissecteurs 
des dièdres formés par ces 

deux plans, ce sont les plans 

^ ^ de bout dont les traces sont 
les bissectrices des angles for- 
més par les traces verticales 
des deux premiers. Nous 
avons figuré l'un de ces plans 
bissecteurs, RyS. 
enverrait de la même manière que les angles dièdres de deux plans 
verticaux sont mesurés par les rectilignes formés par leurs traces hori- 
zontales. 

i»o Deux traces de même nom des deux plans sont parallèles. — Soit, 




Fig. 252 




par exemple, à déterminer les angles des deux plans PaQ et PmQi 
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dont les traces horizontales aP et «iPi sont parallèles {fiq, aôâ). 
Nous sarvons que llntersectiôn de ces deux plans est une horizontale 
parallèle à la direction commune de leurs traces horizontales (i5a). 
lies plans perpendiculaires à cette intersection sont donc les 
plans verticaux perpendiculaires à «P et atiPi. Construisons celui de 
ces plans qui passe par le point (6,^0 où se rencontrent les tracés ver- 
ticales des plans donnés ; sa trace horizontale ac est alors la perpen- 
diculaire abaissée de 5 sur «P. Rabattons ce plan vertical m sur le 
plan horizontal; le point (6,5') se rabat en 6i sur la perpendiculaire 
élevée en h à ojc^ à une distance de cette droite égale à W \ par suite, 
les droites d^intersecUon du plan vertical ac et des plans donnés sont 
rabattues suivant abi et c&i. L'angle (ây^t et son supplément mesu- 
rent alors les dièdres formés par les plans PaQ et PiaïQi. 

MetKms, par exemple, la bissectrice de l'angle ahit et déterminons 
le point d où elle rencjontre afi\ en menant par ce point la paral- 
lèle Ry à Pa, puis en joignant le point y où cette parallèle ren- 
contre ay au point d', on a les traces yR et yS de Tun des plans bis- 
secteurs des dièdres formés par les deux plans; l'autre plan bissecteur 
se détermine de même au moyen de la bissectrice de Tangle supplé- 
mentaire de a^ic 

3° Ln dewxf plam sont paraHè les à la ligne de terre. — Soit (fig, 254) 
^ à déterminer les angles 

des deux plans (Pa,QP), 

(PiaijQiPi) parallèles à xi/. 

L'intersection de ces deux 

•ç- — X— r \ plans étant une parallèle 

à xy, les plans perpendi- 
culaires à cette intersec- 
tion sont des plans de 
proûl. Soit donc RvS un 
plan de profil quelconque ; 
/ / Il coupe les plans donnés 

T suivant deux droites de 

/ profil ayant pour traces, 

i la première a et b\ la 

seconde c et d'; il faut 
B maintenant déterminer les 

angles formés par ces 
droites. Pcrur cela, rabattons sur le plan horizontal le plan de profil. 
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RyS qui les contient (i85, a®); les deux droites sont rabattues res- 
pectivement en abi et en edi ; leur point de rencontre est rabattu en 0|. 
'Les angles cherchés sont alors aotC et son supplémeat aoid. 

La bissectrice efi de l'angle ooïc rencontre Ry en e et xy au point 
/i qui se relève en /' : il s*ensuit immédiatement que Tun des plans 
bissecteurs des dièdres formés par les deux plans est le plan dont les 
traces sont les parallèles èV et fW menées à xy par les points e et 
f; l'autre plan bissecteur se détermine de la même manière au moyen 
de la bissectrice de l'angle aoidi. 

221 . Angles d'un plan avec les plans de projection. — Ce pro- 
blème se résout en appliquant encore la méthode générale exposée 
au n^ 3i8. 

I* Ainsi, soit à déterminer les angles formés par le plan P^Q avec 

le plan horizontal (flg, a55). 
Le plan horizontal et le plan 
donné se coupent suivant la 
droite «P ; tout plan perpen- 
diculaire à cette intersection 
est donc un plan vertical ^ont 
lu trace horizontale est per- 
pendiculaire à aP. Soit^6 un 
tel plan, il coupe le plan 
horizontal suivant la droite 
(ab, xy) et le plan donné sui- 
vant la droite (a6, a'b') ; il 
faut maintenant déterminer 
les angles de ces deux droites- 
Pour cela, on rabat le plan vertical ab sur le plan horizontal; la pre- 
mière droite {ab, xy) étant la charnière du rabattement ne bouge 
pas; quant à la seconde (a5, a'b'), elle se rabat en ab\ (i85, i"); les 
dièdres formés par le plan horizontal et le plan PaQ sont alors mesurés 
par l'angle babi et son supplément. 

La bissectrice oci de l'angle babx rencontre b&i au point cu qui 
se relève en (c, c'J ; cette bissectrice se relève donc suivant {ac, a^&) et 
détermine avec aP l'un des plans bissecteurs des dièdres formés par 
le plan donné et le plan horizontal ; les traces de ce plan sont d'ail- 
leurs aP et ac\ On aurait l'autre plan bissecteur de la même manière 
au moyen de la bissectrice de l'angle supplémentaire de babi. 




Fig. 255 
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a» Pour déterminer les angles d*ua plan PaQ avec le plan vertical de 

projection {flg, a56j, on 
procède d'une manière 
analogue en utilisant un 
plan de bout tel que a'h\ 
perpendiculaire à la trace 
verticale du plan donné; le 
plan de bout coupe le plan 
vertical suivant (xy, a! h*) 
et le plan PaQ suivant 
(a6, a'h') ; en le rabat- 
tant sur le plan horizontal, 
les droites précédentes se 
rabattent en a'hi et aht et 
les angles cherchés sont 
dbiCL et son supplément. La bissectrice hiC de Tangle a'bia, relevée 
en (6c, 6'c'), détermine avec aQ Tun des bissecteurs RxQ des dièdres 
formés par le pian donné et le plan vertical ; l'autre s*ob tient de la 
même manière. 




Fig.'356 



3o Si le plan donné est déterminé par deux droites concourantes 
(oa, oV)et (06, o'b') [fig, 257), les constructions nécessaires pour déter- 
miner les angles de ce plan avec les plans de projection ne sont pas 

plus compliquées. Ainsi, pour 
déterminer ses angles avec le plan 
horizontal de projection, ou, ce 
qui revient au même, avec un 
plan horizontal quelconque H', 
on détermine d'abord l'horizon- 
tale (a5, a'h') suivant laquelle H' 
coupe le plan donné ; puis on 
considère le plan vertical oc per- 
pendiculaire à cette horizontale, 
plan qui coupe le plan hori- 
zontal H' suivant l'horizontale 
pjg ^^ {pct a'h') et le plan donné suivant 

la droite (oc, o'd). On rabat 
ensuite ce plan vertical sur le plan horizontal H' ; la première des 
droites précédentes, étant la charnière du rabattement, ne bouge 
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pas ; la deuxième se rabat en ojc (le segment ooi perpendiculaire à oe 
étant pris égal à o'w). de sorte que les dièdres formés par le plan 
donné avec les plans horizontaux sont mesurés par l'angle ôcoi et 
son supplément 

Remarque. — Il est aisé de se rendre compte, dans les épures pré- 
cédentes, que l'angle mesurant le dièdre aigu formé par un plan avec 
le plan horizontal n'est autre que Fangle de rabattement du plan 
donné, lorsqu'on amène ce plan à coïncider avec un plan horizontal. 

Par exemple, dans la figure 357, le triangle rectangle ocOj est mani- 
festement égal au triangle de rabattement du point (0, 0') lorsqu'on 
rabat le plan des deux droites (oa, o'a') et (o&, o'b') sur le plan hori- 
zontal H' ; or nous venons de voir que l'angle aigu ocoi de ce triangle 
est Tun des angles qui mesurent les dièdres aigus formés par le plan 
donné avec les plans horizontaux. 

Cette remarque confirme d'ailleurs ceUes que nous avons faites à 
propos de la théorie du rabattement (178, Rem. II). 



222. Cas particuliers. — i» Angles dun plan de bout avec le plan 
horizontal, — Soit à déterminer les angles du plan de bout P^Q avec le 

plan horizontal (fig. a58) ; le plan ver- 
tical de projection est perpendiculaire 
à l'intersection aP de ces deux plans, 
U coupe le premier suivant sa trace 
verticale aQ, le deuxième suivant la 
ligne de terre xy ; il en résulte 
donc que les dièdres formés, par un 
plan de bout avec le plan /lortcwt^of 
sont mesurés par les angles formés 
par la trace verticale du plan de bout 
donne avec la ligne de terre. 

Quant aux plans bissecteurs de ces dièdres, ce sont les plans de bout 
PaR et PfltS ayant pour traces verticales les bissectrices des angles que 
fait «Q avec xy, 

a® Angles d'un plan vertical quelconque avec le plan vertical de projec- 
tion, — On verrait de la même manière que les dièdres formés par un 
plan vertical quelconque avec le plan vertical de projection ou un plan 
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de front quelconque sont mesurés par les angles que fait la trace 
horizontale du plan vertical donné avec la ligne de terre. 

223. Problème. — Déterminer les angles de deux plans définis 
chacun par une échelle de pente . 
Soient P et Q les plans donnés {flg» aSg) ; construisons leur inter- 
section a(a) 6(3), et 
par le point a(a) 
menons le plan H 
perpendiculaire à 
cette intersection. 
Celle des lignes de 
pente du plan R 
qui passe par a(3) a 
sa projection con- 
fondtCe avec ah et 
Ton obtient son in- 
tervalle ad en con- 
struisant l'inverse de 
rintervalle ah de la 
droite d'intersection 
des deux plans ; cette 
ligne de pente est 
donc la . droite 
a{2) d(3). Il en résulte que Thorizontale de cote 3 du plan R a pour 
projection la perpendiculaire d// menée par ddiah\ cette horizontale 
rencontre les horizonlales dq cote 3 des plans P et Q aux points e{3) 
et /(3), en sorte que le plan R coupe le plan P suivant la droite 
û(a) «(3) et le plan Q suivant la droite a(a) /\3). Il reste maintenant à 
trouver les angles de ces deux droites ; pour cela, on rabat leur plan 
R sur le plan horizontal de cote 3 autour de 6(3)y\3) comme charnière. 
Puisque, par construction, ac a pour longueur l'unité de l'échelle du 
dessin, le triangle cad est le triangle de rabattement du point a(a) ; 
pour obtenir le rabattement ai de ce point, il suffit donc de porter 
sur ad la longueur daj égale à Thypoténuse de de ce triangle. 

L'angle ea\f et son supplément sont les angles cherchés. La bissec- 
trice axç de l'angle ea\ft par exemple, se relève en a(a)^(3), de sorte 
que le plan &(3) a(a)p(3) est bissecteur de deux des dièdres (opposés 
par l'arête) formés par les plans P et Q. 
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224. Cas particuliers. — i» Les échelles de pente des plans P et Q 
sont parallèles {fig. a6o). — Dans ce cas, Tinterscction des deux plana 

est une horizon laie com- 
mune à ces plans ; tout 
plan verlical tel que xy, 
dont la trace hoiizontale 
esl parallcie aux échelles 
de pente des plans donnés, 
esl donc perpendiculaire à 
leur interseclion. Or, ce 
plan coupe le plan P sui- 
vant la droite a(a) 6(3) et 
.le plan Q suivant la droite 
c(a)d(3). Pour construire 
les angles formés par ces 
deux droites, rabattons le 
plan vertical xy sur le 
plan horizontal de cote a 
par exemple ; la droite 
a(a) 5(3) est rabattue en 
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Fig. 260 



abiy la droite <;(a) d(3) est rabattue en edt et l'angle aoïc et son 

supplément sont les angles plans des dièdres formés par les deux plans. 

Construisons la bissectiice Oic de l'angle aoïC, qui rencontre xy en 

^ et bidi en fi; cette bissectrice se relevant en c(a)/(3), il est aisé de 

graduer une échelle de pente R (parallèle à P et ÇJ) de l'un des plans 

bissecteurs des dièdres formés par les plans donnés. . 

a» Les plans donnés sont verticaux. — Les dièdres formés par deux 

plans verticaux ab et cd {fig. 261) 
sont évidemment mesurés par les 
angles formés par leurs traces hori- 
zontales ; en outre, les plans bissec- 
teurs des dièdres des deux plans don- 
nés sont les plans verticaux ayant 
pour traces horizontales les bissec- 
trices des angles précédents. 

Fig. 26! 

225. Problème. — Déterminer 

' les angles d'an plan P défini par une échelle de penle avec les plans 

horizontaux {fig. a6a). — Le plan horizontal de cote 2, par exemple. 
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•coupe le plan P suivant Thorizontale a(a)c(!i); soit alors oey un 

plan vertical perpendiculaire à cette 
horizontale ; ce plan vertical coupe 
le plan horizontal de cote a suivant 
- — ^ l'horizontale 07(2) et le plan P sui- 
vant la droite a(a} 6(3) . 
I — Pour déterminer les angles de ces 

deux droites, il suffit de rabattre le 
plan vertical asy sur le plan hori- 
zontal de cote 3 ; la première droite 
ajy(3) étant la charnière du rabat- 
tement ne bouge pas, la seconde 

se rabat en abu de sorte que les angles cherchés sont l'angle hahi et 

son supplément. 

Remarque. — Le rabattement a&i de la droite 0(3) 6(3) suivant 
laquelle le plan vertical xy coupe le plan P n*est pas autre chose que 
la trace verticale de ce dernier plan dans le système de deux plans de 
projection défini par le plan horizontal de cote 3 et le plan vertical asy ; 

■ 

comme d'ailleurs, dans ce système, le plan P est de bout, on peut 
ainsi ramener le problème précédent au problème traité au n^ 333 (i«) . 
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AUTRE MÉTHODE POUR DÉTERMINER LES ANGLES DE DEUX PLANS. 

iS26. Étant donnés deux plans P et Q se coupant suivant une 

droite AB (flg, 363), par un point quel- 
conque M de l'espace menons les per- 
pendiculaires ME, MF à ces plans. Le 
plan EMF étant perpendiculaire à la fois 
aux plans P et Q, l'est par suite à leur 
intersection AB ; il coupe donc P et Q 
suivant deux droites COC et DOD' dont 
les angles mesurent, par définition, les 
dièdres formés par ces plans : or, ces 
droites étant respectivement perpendi- 
culaires à ME et MF, leurs angles sont 
Q égaux à ceux formés par ces dernières 
droites. Il suffit donc, pour déterminer 
les angles formés par les plans donnés, 
de construiie ceux formés par les droites ME et MF. 




Fig. 263 
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Les constructions auxquelles conduit cette nouvelle méthode sont 
généralement plus simples que celles que nous avons faites jusqu'ici,, 
leur inconvénient consiste en ce qu'elles ne permettent pas de déter- 
miner les bissecteurs des dièdres formés par les deux plans; aussi ne 
peut-on employer avantageusement cette méthode que dans des cas 
très particuliers. 

227. Problème. — Déterminer les angles de deux plans définis 
chacun par une horizontale et une frontale. 

Soient (oa. c'a') et (06, &b') (fig. 264) Thorizontale et la fron- 
tale définissant le pre- 
mier plan, (wc, îù'c') et 
(»d, iù'd') l'horizon taie et 
lafrontaledéônissant le 
deuxième plan . Soit 
ensuite (m. m') un point 
choisi arbitrairement ; 
menons me perpendi- 
culaire à oa, m'e' per- 
pendiculaire à o'h\ mf 
perpendiculaire à wc 
et m'f perpendiculaire 
à w'd' ; les droites 
{me,m'e'), {mf,m'J') sont 
respectivement perpen- ^ 
diculaires aux plans 
donnés. Pour déter- 
miner les angles de ces 
droites, rabattons leur 
plan sur le plan horizontal o'a', par exemple ; la charnière est alors 
Thorizontale (ef, e'f), le point (m, m') se rabat en mi, de sorte que 
les angles cherchés sont ceux que font entre elles les droites mie 
et m^/l 

228. Problème. — Déterminer les angles de deux plans définis cha- 
cun par une échelle de pente. 

Ce problème a déjà été traité au n® 328; nous allons en donner une 
deuxième solution basée sur les remarques exposées plus haut 

(226). 
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Soient P et Q les plans donnés {fig. a65); après avoir construit (73) les 

inverses ab et 

ed des inler- 

aij _ ^\)a^ -, valles des 

plans P et 
Q, abaissons 
d'un point 
quelconque 
m(6) les per- 
pendiculaires 
m(6) e(5) et 
mi6)/[5) sur 

, .__^ , ^__ ces plans. 

° ' ^ ^ Pour déter- 

^^**"* minerensuite 

^*^- ^^ les angles for- 

més par ces deux perpendiculaires, rabattons leur plan sur le plan 
horizontal de cote 5, autour de ^(5) /(5) comme charnière; le 
point m se rabat en mi et les angles cherchés sont ceux formés par 
les droites mie et mi/. 



§111. 
Angle d'une droite avec un pian. 

229. Définition. — On appelle angle d'une droite AB avec un plan 
P, qui n'est ni perpendiculaire, ni parallèle à cette droite, Tangle 

aigu a formé par la droite AB avec 
sa projection A 6 sur le plan (fig . 266) . 
Pour déterminer l'angle « en géo- 
métrie descriptive ou en géométrie 
cotée, il faut donc d'abord détermi- 
ner la projection kb de la droite 
AB sur le plan P, c'est-à-dire 
construire le plan AB5 projetant la 
droite sur le jdan P, et chercher 
Fig. 266 l'intersection kb de ce plan avec le 

plan P. 
On peut encore remarquer que Tangle aigu ^ formé par la droite 
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AB avec la perpendiculaire B& abaissée d'un point quelconque B de 
cette droite sur le plan P est le complément de l'angle cherché a ;' la 
détermination de cet angle p évite la recherche de l'intersection du 
plan P avec le plan AB6 et est préférable lorsque le plan P n'est ni 
horizontal, ni de front. 

C'est cette dernière méthode qu'on applique en particulier pour 
déterminer l'angle d'une droite donnée par ses projections avec un 
plan défini par ses traces. Nous laissons au lecteur le soin de tracer 
répure très simple de ce problème, qui résulte de la réunion sur une 
même figure des constructions déjà faites aux n** 171 et aia. 

230. Problème. — Déterminer l'angle d'une droite donnée par ses 
projections avec un plan défini par deux droites concourantes. 

Soit k déterminer {og. 267) l'angle de la droite [ab, a'h') avec le 




Fig. 267 

plan défini par les droites concourantes [oc, o'c') et (od, o'd'). Déter- 
minons d'abord une horizontale (cd, c'dj et une frontale (de, d'e') du 
plan donné, puis menons par un point quelconque (6, b') de la droite 
[ab, aV) la perpendiculaire {bf, b'f) à ce plan (171, 2^). 11 reste main- 
tenant à déterminer l'angle aigu que fait cette perpendiculaire avec 
la droite donnée {ab, aV) ; pour cela, il suffit de rabattre le plan de 
ces deux droites sur un plan horizontal H' ; la charnière (a/, a'/'J ren- 
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contre les droites en (a, a') et (f, /*'), le point (6, 6') se rabat en bi et 
Ton a en abifle complément de Fangle cherché. 

231. Problème. — Déterminer Vangle d'une droile définie par sa 
projection cotée avec un plan défini par une échelle de pente. 

Soit (fig, 268) à déter- 
miner Tangle de la 
droite 0(2) 6(4) avec le 
plan P. Du point a(2) de 
la droile, abaissons la 
perpendiculaire 0(2) c(4) 
sur le plan (74) et dé- 
terminons Tangle des 
deux droites 0(2) &(4) 
et 0(2) c(4) ; pour 
cela, rabattons le plan 
0(2) 6(4) <;(4) sur le 
plan horizontal de cote 4 
en le faisant tourner 
autour de Fhorîzontale 
6(4) c(4) comme char- 
nière. Le point 0(2) se 
rabattant en ai, Tangle 
cherché est Fangle batC s'il est aigu, son supplément dans le cas où 
cet angle est obtus. 

232. Angles d'une droite avec les plans de projection. — 

D'après la définition don- 
néç au no 229, l'angle 
d'une droite avec le plan 
horizontal est l'angle aigu 
que fait la droite avec sa 
projection horizontale ; de 
même, l'angle d'une droite 
avec le plan vertical est 
l'angle aigu que fait la 
droite avec sa projection 
verticale. 
Soit alors {fig. 269) à déterminer les angles de la droite {mn» m'n') 
avec les deux plans de projection. 
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La droite donnée et sa projection horizontale mn sont contenues 
dans le plan vertical mn ; en rabattant ce plan sur le plan horizontal, 
la droite (mn, m'n.') se rabat en nuii et l'angle qu'elle foit avec le plan 
horizontal est nmni. 

De même, la droite donnée et sa projection verticale (xy, m'n.'} 
sont contenues dans le plan de bout m'/i'; après avoir rabattu ce plan 
sur le plan horizontal, la droite [mn, m'n') se rabat en mni, la droite 
{xy, m'a!) se rabat en xy et l'angle de la droite donnée avec le plan 
vertical de proiection est initim'- 

Rbiiarque. — Si la droite est de front, le plan vertical qui la pro- 
jette horizontalement est un plan de front, l'angle de la droite avec 
sa projection horizontale - se projette donc en vraie grandeur sur le 
plan vertical (iga)- 

Par suite, l'angle d'une droite de front avec le plan horizontal est égal 
à l'angle aiga de sa projection verticale avec ta ligne de terre [fig. ii6). 

De même, l'angle d'ane droite horizontale avec le plan vertical est 
égal à l'angle de sa projection horizontale aoee ta ligne de terre. 

2^3. Angle d'unedrolte dAtinle parsaprojecUon coiée avec les 

plans horizontaux- — Par définition, l'angle de la droite a(i) b(Z) 

h.j {fis- '7") avec les plana horizontaux est l'angle 

}(' aigu que fait cette droite avec sa projection 

/ \ sur l'un de ces plans, c'est-à-dire avec toutes 

/ J^^^ '^ horizontales projetées en ab. Or, ces 

/^-""'''^ " horizontales et la droite donnée sont conte- 

-^a nues dans le plan vertical ab; si l'on rabat ce 

plan sur le plan horizontal de cote 3 par 

exemple, la droite 11(3) (>(3) se rabat en 061 

Q , 2 ^^' puisque la charnière est une des horizon- 

^;;u>ft< ^"^^ projetées en ab, l'angle cherché est 

Remarque. — Le triangle rectangle babi donne 

ab 
cotga=.^: 

or, par construction, bb, a pour longueur l'unité et ab représente 
l'intervalle i de la droite ; on a donc 

cotg a = i, 
résultat que nous connaissons déjà. 
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EXERCICES 



I* Deux plans de projection. 



i : Trouver les angles formés par une horizontale et une frontale 
■données. 

2 . Trouver les angles formés par la ligne de terre et une droite 
•quelconque qui la rencontre. Tracer les projections des bissectrices 
de ces angles. 

3. Trouver les angles formés par une droite de profU et une droite 
-quelconque. 

t 
A, Mener par un point une droite faisant un angle donné : lo avec 
une horizontale donnée ; a* avec une frontale donnée ; 3** avec une 
droite quelconque ; 4* avec la ligne de terre ; 5* avec une droite de 
profil. {La droite cherchée doit rencoatrer la droite donnée.) 

5. On donne les projections horizontales de deux droites concou- 
rant en un point donné, ainsi que Tun des angles formés par ces 
-droites. Tracer leurs projections verticales. 

6. Trouver les angles formés par les plans projetant une droite 
•donnée sur les deux plans de projection. 

7 . Mener par une droite dcmnée un plan faisant un angle diMiné 
avec le plan horizontal (ou vertical) de projection. Examiner succes- 
sivement les Cas suivants : i"* la droite est horizontale ; a"* la droite est 
^de front; S"* la droite est quelconque. 

S. Déterminer Tangle formé par la ligne de terre avec un plan 
«quelconque. 

9. Etant donnée une droite AB par ses projections, mener par la 
irace horizontale de cette droite, dans le plan horizontal, une droite 
faisant un angle donné avec la première. (BaccaJaaréat.) 

10 . On donne un point M et une droite de profil D . Déterminer 
une droite passant par M et rencontrant la droite de profil en faisant 
4iYec elle un angle donné. {Baccalauréat.) 

a. On donne les projections d'une droite parallèle au plan hori- 
zontal et un point A sur la ligne de terre. Déterminer sur la droite 
étonnée deux points B et G de manière que le triangle ABC soit 
«équilatcral. (Baccalauréat . ) 

12. On donne deux plans par leurs traces et une droite par ses 
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deux projections; trouver sur la droite un point équidistant des deux 
plans. {NavcUe.) 

13 . On donne les traces verticales de deux plans et leur angle. 
Trouver leurs traces horizontales, sachant qu'elles sont parallèles. 

{Navale,) 

.14. Mener par deux points dopnés deux plans qui sont perpendi- 
culaires, dont l'intersection a une direction donnée et rencontre la 
ligne de terré. {Navale . ) 

15. Par la trace horizontale d*une droite de front donnée, mener 
une deuxième droite faisant avec la première un angle donné, telle 
qu'en outre le segment intercepté sur elle par les deux plans de pro- 
jection ait une longueur donnée. {Baccalauréat.) 

16. On donne deux droites concourantes D et D'; trouver sur une 
troisième droite A ne passant pas par leur point d'intersection les 
points équidistants de D et D'. 



a» Géométrie cotée. 



17 . Déterminer les angles de deux droites graduées dont les pro- 
jections sont parallèles. 

18 . Déterminer la graduation d'une droite dont on connaît la pro- 
jection» sachant qu'elle rencontre une droite donnée et fait avec elle 
un angle donné. Examiner d'abord le cas où la droite- donnée est 
horizontale. 

19 . On donne une droite et un point. Trouver l'angle du plan 
ainsi défini avec le plan projetant la droite donnée. (Saint-Cyr . ) 

20. Mener par une droite donnée un plan faisant avec le plan hori- 
zontal un angle donné. 

21 . On donne une horizontale et deux points ; déterminer l'angle 
de la droite qui joint les deux points et du plan déterminé par l'un 
d'eux et l'horizontale donnée. {Saint-Cyr.) 

22. On donne deux droites concourantes, dont l'une est horizon- 
tale. Mener par l'autre un plan faisant avec l'horizontale la moitié de 
l'angle que font entre elles les deux droites. {Saint-Cyr,) 

23. On donne un plan par une échelle de pente et une droite dont 
la projection est parallèle a la projection de l'échelle de pente. Déter- 
miner l'angle de la droite et du plan. Mener par la droite un plan 
faisant avec le plan donné un angle donné. (Saint-Cyr.) 
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34. On donne deux droites. Mener par Tune le plan faisant avec 
l'autre l'angle maximum. , {Navale.) 

25. On donne trois droites et un point M. Mener par M une droite 
faisant avec les trois droites données des angles égaux. 

(Navale.) 

36. Un plan est défini par une horizontale et un point extérieur. 
Mener par l'horizontale un* plan faisant un angle donné avec le 
premier. (Sainl-Cyr . ) 
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CHANGEBÏENT DO PLAÎf VERTICAL 



Théorie du changement de plan vertical. 

234. Le lecteur a déjà pu remarquer que les constructions né- 
cessaires pour résoudre les divers problèmes étudiés jusqu'ici sont 
particulièrement aisées lorsque les données occupent des positions 
remarquables par rapport auK plans de projection. 

Ainsi, on obtient sans construction le point- d'intersection d'une 
droite et d'un plan lorsque ce plan est vertical ou de bout (i6o). De 
même, la détermination de la perpendiculaire abaissée d'un point sur 
une droite est immédiate si la droite donnée est une horizontale ou 
une frontale (173), etc., etc. 

C'est pourquoi, dans beaucoup de problèmes, on a intérêt, pour 
simplifier les constructions, à substituer au plan vertical de projection 
d'abord choisi un autre plan vertical occupant une position particu- 
lière par rapport aux données. Cette substitution porte le nom de 
changement de plan verticaL 

235. Le problème général qui se pose, dans le changement de 
plan vertical, est le suivant : 

Connaissant les projections d'une figure (F) sur deux plans de pro- 
jection H et V, trouver les nouvelles projections de cette figure lors^ 
qu'on a remplacé le plan vertical V par un autre plan vertical \\. 

La solution de ce problème repose sur les deux remarques sui- 
vantes : 

i** Gomme le plan horizontal de projection H ne change pas, les 
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projections horizontale» des pinnts de la figure (F) ne changent pas 
non plus. 

ao Pour la même raison, les cotes de ces points, cfest-à-dîre leurs 
distances respectives au plan horizontal H, restent invariables. 

Mais, après un changement de plan vertical, les lignes de rappel 
n'ont plus, dans répure, la même direction et les nouveaux éloigne- 
ments sont, en général, différents des anciens. 

236. Problème I. — Effectaer le changement de pisn verUoal pour 
un point dorme A (fig. 571 et ^72). 

Soit Yi le nouveau plan vertkal; il est défini dans l'épure par sa 
trace horizontale xiji, qui est la nouAi^le ligne de terre. 





Fig. 271 



Fig. 272 



Soient a et a' les projections du point A sur les plans de projec- 
tion H et V dont l'intersection x^ est la ligne de terre primitive. 

Le point a reste la projection horizontale du point A (a35, 1°). 
Les cotes n'étant pas altérées par un changement de plan vertical 
(235, a°), la nouvelle projection verticale du point A est le point a, 
obtenu en portant sur la nouvelle ligne de rappel aai, perpendi- 
culaire à la nouvelle ligne de terre Xi^i, la distance aia^ égale à la 
longueur aa' qui mesurait primitivement la cote de A (83 et 86). 

Remarque 1. — On peut placer arbitrairement d'un côté ou de 
l'autre de xtyi la nouvelle projection verticale du point A, car le 
rabattement du plan vertical Vi sur le plan H peut s'effectuer à 
volonté dans les deux sens. Mais, si l'on a besoin ensuite d'efifectuer 
le changement de plan pour d'autres points, il faut avoir bien soin 
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de ne figurer d'un même côté de xiyi que les projections verticales 
des points dont les cotes ont le même sîgilç, tandis qu'on doit placer 
de part et d'autre de œtyi les projections verticale^ des points dont les 
cotes sont de sigqes contraires. 

Ainsi, la cote du point (6, b') {fiy, 373) est évidemment de signe 
contraire à celle du point (a, a'), parce que les anciennes projections 
verticales a' et h* de ces deux points sont de part et d'autre de xy; 
donc leurs nouvelles projections verticales a/ et h[ devront être de 
part et d'autre de Xiy^, Si, au contraire, a' et V étaient du même 
côté de Qcy, il faudrait placer a[ et h[ du même côté de xiyi. 

Remarque II. — Si l'on donne les projections a et aï du point A 
dans le système Xiyi (c'est là une manière abrégée de désigner le sys- 
tème des deux plans de projection H et Vi), on passe à ses projec- 
tions a et a' dans le système xy par une construction identique à la 
précédente. 

237. Problème II. — Effectuer le changement de plan vertical 
pour une droite définie par ses deux projections. 

Il suffit de faire le changement de plan pour deux points quel- 
conques de la droite . 

Dans la figure 278, représentant 
répure de la droite aht a'h\ le chan- 
gement de plan a été fait : 

1* pour la trace horizontale [h, h'), 
dont la cote est nulle et dont la 
nouvelle projection verticale est, 
par conséquent, le point h[ où la 
nouvelle ligne de rappel du point h 
rencontre ociyi ; 

2® pour un point quelconque 
(a, a') dont la nouvelle projection 
verticale est le point a/, obtenu 
comme il a été dit au n° a36, en prenant aia] = aa'. 
La nouvelle projection verticale de la droite est ainsi a\h\. 

238. Problème III. — Effectuer le changement de plan vertical pour 
un plan. 

Il suffit de faire le changement soit pour trois points du plan non 
en ligne droite, soit pour deux droites du plan. 




Fig. 273 



L 
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Dianslccas où le plan: donné P«Q est défini par ses traces dans 

le système primitif {fig. 274), 
on remarque que la trace 
horizontale est commune aux 
deux systèmes , puisque le 

plan horizontal re3te le même. 

'^ Les projections de cette trace 
horizontale sont (otP, xy) dans 
le premier système, (aP, ariyi) 
dans le nouveau. 

Pour achever le change- 
ment de plan vertical, il suffit 
„. ^, donc de déterminer les pro- 

jections, dans le nouveau sys- 
tème, d*un point du plan donné, pris en dehors de la trace horizon- 
tale. 

On choisit de préférence le point (a, a') projeté horizontalement 
au point de rencontre des deux lignes de lerre. La nouvelle projection 
verticale a[ de ce point s*oh tient en portant sur la perpendiculaire 
élevée en a à ajiyi la longueur aa^ égale à aa' . Puisque sa projection 
horizontale a est sur les deux lignes de terre, ce point appartient. à 
la fois aux traces verticales du plan dans les deux systèmes de projec- 
tion ; donc la nouvelle trace verticale pQi de ce plan s'obtiendra en 
joignant le point a[ au point P où la trace horizontale aP rencontre 

239. Remarque. — La construction précédente permet d'obtenir 
très simplement la trace verticale du plan donné dans le système de 
projection iciyi; mais dans bien des cas elle n'est pas applicable, parce 
que l'un ou l'autre des points p, a ou a! est en dehors des limites de 
l'épure. On détermine alors la nouvelle trace verticale du plan, 
c'est-à-dire la droite suivant laquelle il coupe le nouveau plan vertical 
de projection aîiyi. en cherchant directement les projections verticales, 
dans le nouveau système, de deux points quelconques de cette droite. 

Ainsi, pour déterminer la trace verticale du plan PaQ dans le sys- 
tème de projection iPiyi (fig. 275), on se donne arbitrairement, sur 
soiyu les projections horizontales 6 et c de deux points de cette trace ; 
on cherche les projections verticales 6' et c' de ces points, dans le sys- 
tème xy, en utilisant les horizontales du plan (hd, b'd'), (ce, c'a') pas- 
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sant par ces points (ia4)- On en déduit ensuite, c<»nine nous l'avons 

montré au n° 336, leurs nouvelles pro- 
jections verticales bl et c[ : la droite 
ôjC,' est la trace verticale du plan 
donné dans le nouveau système de pro- 
jection. 




240, Si Ton veut faire un change- 
ment de plan vertical pour une figure 
quelconque, il suffit de chercher les 
nouvelles projections verticales des 
points qui définissent cette figure. Ainsi, 

pour un polygone ou un polyèdre, on fera le changement de plan 

pour tous les sommets. 



f1|ç. 275 
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Ottelques applications du changement de plan vertical. 

241. Problème I. — Faire un changement de plan vertical de ma- 
nière à amener une draiie donnée 
(a6, a'b') (fig. 276) à êire de front 
dans le nouveau système. 

Pour qu'une droite soit de 
front, il faut et il suffit ( 106, ao) que 

sa projection horizontale soit pa- 
rallèle à la ligne de terre. On ob- 
tient donc un système de projec- 
tion dans lequel la droite donnée 
est de front en prenant la nou- 
velle ligne de terre xiyi parallèleà 
ab. Pour obtenir la nouvelle pro- 
jection verticale de la droite, on 
fait ensuite le changement de 
plan pour deux quelconques de 
ses points. 

Dans notre épure (fig. 2 76), nous 
^^^' ^^ avons fait le changement de plan 

pour la trace horizontale (a, a!) de la droite et pour le point (6, 6') ; 
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les projections' de la droite donnéCr dans le Sïsièrae :rij'i, sont alors 
ab et a,l)',. 

242. Problème II. — Trouver l'angle formé par une droite donnée 
{ab. a'b') avec le plan horizonlal. 

On sait (aSa, Rem.) que l'angle d'une droite de Tront avec le plan 
horizontal est égal k l'angle aigu que sa projection verticale forme 
avec la ligne de terre. ' 

Par conséquent, si l'on fait un changement de plan vertical de 
manière k amener la droile (ab, a'b') (fig. a^ei à cire de front (a^i), 
l'angle aigu b\à,^i formé par la nouvelle projection verticale a\bî 
I et la nouvelle ligne de terre xiyi mesure l'angle 9 delà droite donnée 
et du plan, horizontal. 

243. Problème III. — Comlrttire la perpendiculaire abaissée 
d'an point donné (m, m') «or une droile donnée {ab, a'b') {Jtg. 376]. 

Si l'on fait un changement de plan vertical qui amène la droite à 
être de front (a4i), après avoir délerminé les projections verticales 
m\ et a\b\ du point et de la droite dans le s^fstcme de projection 
ariy,, on est ramené à abaisser *i point (m, n^) la perpendiculaire 
sur la frontale (ab, a,b\). Or on sait (173, Caa part.) que cette fes- 
pendicuiaire se pvo^te verticalement suivant la perpendiculaire 
nt',n'i abaissée de mj sur a',6',. On rappelle ensuite le point n', en n 
sur «6, pois n en n' sur a'b': la droile (mn, m'n') est la perpendi- 
culaire demandée. 

244. Problème IV. — Chan^r le plan vertical de manière qu'un 
plan quelconque soil de bout dans le nouveau système de projection. 

Pour qu'un plan soit de haut dans un système de deux plans de 
projection rectangulaires, il faut et 11 sulltt li3o| que la direction de 
ses horizontales soit perpendiculaire h la ligne de terre. 

Pour qu'un plan donné dans un système devienne de bout dans 
un autre système, il suffit donc de choisir la lignede terre qui définit 
le nouveau système perpendiculaire aux horizontales du plan. 

248. Premier ces. — Le plan donné PiQ {Jîff. S77) est défini par 
..ses deaa: traces. 

Pour que le plan devienne de bout, il sufQt, d'aprËs ce que nous 
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venons de dire, de prendre une ligne de terre xtyi perpendiculaire 
à la trace horizontale «P. Or, puisque lous les points d*un plan de 




Fig. 277 

bout ^e projettent verticalement sur sa trace verticale (i3o, 4"), en 
déterminant la nouvelle projection vcrlicalc a\ d'un seul point (a, a') 
du plan (aia'^ = oa'). et enjoignant a\ au point p où aP rencontre 

Xiyi, on a immédia- 
tement la. nouvelle r 
trace verticale PQi 
du plan donné. 



P. 



X 




24f6. Deuxième 
cas. — Le plan est 
défini par deux droi- 
tes concourantes 
(oa, o'a'), {o6, o'6'M 
{fig. 278). 

On commence par 

tracer dans le plan 

une horizontale 

(ab, a'b') dont on 

se donne arbitraire- 
ment la projection verticale a'b', parallèle à xy ; puis on prend comme 
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ligne de teïre définissant le nouveau plan vertical de projection une 
droite xtyi perpendiculaire à ab. On fail alors le changement de plan 
pour les deux points [a, a'), (o, o') en prenant a^a\ = aa' et 
6)i0j =: îùo' ; le plan donné élant de bout dans le système Xiyi, sa 
trace verticale ^Qi dans le système est la droite a\o\ joignant les 
nouvelles projections verticales des deux points considérés (i3o). 
On en déduit aisément sa trace horizontale pPi, qui est perpendi- 
culaire à Xiyi. 

247. Problème V. — Déterminer l'angle d'un plan donné avec le 
plan horizontal. 

On sait (a 22, i«) que l'angle d'un plan de bout avec le plan horizontal 
est égal à Tangle formé par sa trace verticale et la ligne de terre. 

Donc, étant donné un plan quelconque, en faisant préalablement 
un changement de plan vertical qui rende le plan donné de bout, et 
en déterminant, comme au n*» précédent, la nouvelle trace verticale 
de ce plan, Tangle 6 formé par cette nouvelle trace verticale et la 
nouvelle ligne de terre xtyi (Jlg. 277 et 278) est Tangle cherché. 

248. Problème VI. — Déterminer la distance d'unpoint donné à un 
plan donné. 

Nous avons fait remarquer (199, a") que la distance d'un point 
donné à un plan de bout est mesurée par la distance de la projection 
verticale du point à la trace verticale du plan. 

Donc, en rendant le plan de bout par un changement de plan verti- 
cal, comme nous l'avons indiqué aux n** a44 et suivants, et en déter- 
minant la nouvelle projection verticale m[ du point donné (m, m') 
ei la nouvelle trace verticale PQi du plan {fig. 277 et 378), la dis- 
tance cherchée est égale à la distance mln[ du point ml à la trace pQi. 

i in. 

Applioattons du ohangement de plan vertical aux pro- 
blèmes concernant les droites de profil et les plans 
parallèles à la ligne de terre. 

249. Nous avons eu souvent l'occasion de faire remarquer dans 
les Chapitres II (95) et V (170) que les méthodes générales employées 
pour résoudre les principaux problèmes concernant le plan et la 
droite ne sont plus applicables aux droites de profil et aux plans 




2iS 



GHAIfGEHEaT DU PLAN VERTICAL 



parallèles à la ligne de Icrre. En faisant un changeaient de plan ver- 
tical tel que dans le nouveau système de projection ces droites ou 
ces plana n£ soient plus perpendiculaires ou parallèles k la ligne de 
terre, on peut alors apptiq,uer les méthodes générales aux nouvelles 
projections. 

Nous allons traiter quelques exemples- qui mettront en évidence 
Inutilité du changement de plan vertical pour traiter les cas d'excep- 
tion que nous avons dû réserver précédemment. 

250. PPûblème I. -- Étant donnée Vune des projections d'an. point 
d'une droite de profil, trouver Vautre projection. 

Soit par exemple (fig, 279 et a8o) une droite de profil définie par 
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Fig. 279 



Fig. 280 



-deux points (a, a'), (6, b')\ proposons-nous de déterminer la projec- 
tion verticale du point de cette droite dont la projection horizontale 
est c. La méthode ordinaire (95) ne réussît pas. car la ligne de rappel 
du point c est confondue avec la projection verticale de la. droite. 

Effectuons un changement de plan vertical. Nous pouvons choisir 
arbitrairement la nouvelle ligne de terre any, ( /%;. ^^^) et déteroàner, 
comme nous l'avons mdiqué au n* a3d, les aouvelles projection 
verticales a[ et h[ des deux points définissant la droite donnée : a[b' 
est alors la nouvelle projection verticale de cette droite. 
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La ligne de rappel cyi, meiaée dans> le nouveau syatèmede projec&io]» 
par le point c rencoiUre a^ 5^ eniCj, pjrcjeŒtionvertieale» dans le syS" 
tème Xiyiy du point cherché. La cote de ce point éteint Yici., oni en 
déduit sa projeclion verticale c' dans le système primitif œy en 
portant sur a'b' la longueur ac' égale à yici. 

Oti peut aussi prendre comme nouveau plan vertical de projection 
le plan de profil contenant la droite donnée ; la nouvelle ligne de 
terre- xiyi coïncide aïors avec ab (fig. a8o)-, et les nouvelles lignes de 
rappel sont parallèfes à ory. De là résultent les constructions néces- 
saires pour dféterminer la nouvelle projection verticale a\ du i)oint 
(a, a'} de la droite: i® une rotation de go*» autour du point a, qui 
«mène au' en aai ; a* une translation parallèle à xiyi et d'amplitude 
oa», qui amène axi en aa\ sur la nouvelle ligne de rappel du point a. 
Une construction identique donne en b[ la nouvelle projection verti- 
-cale du. point (6, 6'). 

On a alors immédiatement la projeclion verticale Cj dans le système 
^ijf du point de la droite projeté horizontalement en c. En effectuant 
les constructions précédemment faites dans l'ordre inverse et en ren- 
versant le sen^ de chaque déplacement, on passe du point Cj au point 
•c', projection verticale du même point dans le système primitif a^y, 

251. Remarque I. — lo Le changement de plan particulier opéré 
dans la figure 280 permet de déterminer la trace horizontale (/i, h[) 
de la droite (afo, aib[). Dans le système xy, cette trace est (/i, h'). 

2P De même,, an a iHnmédialena«nt, dans le système ariyi , les projec- 
tions. du< poi&t {vy, vD ail la droite (ab, a\b[) rencontre le plan vertical 
de pnojectioH xy. Ce point,, dant le» projections dansle système primitif 
«ont V etv' (rortj' =. ob u^},. est évidemment la trace veiticalede la droite 
de profil donnée. 

30 La droite de profil donnée est contenue dans le plan vertical 
^0i ; par suite les segments portés p»r cette droite se projielîtent ver- 
ticalement en vraie grandeur dans le nouveau système. Ainsi le seg- 
ment AB est égal à a^b'^r le segment AG est égal à a^, etc. 

4* Dans ffépure âe la fi:gure aSo, les angles cthv[ et av'Ji sont respec- 
tivement égaux aux angles de la droite de profil (ab, a'b') avec le plan 
horizontal et le- plan vertical xy. 

1 

2o2« Rbmabiqob II. — L'épture de'la figace aSo n'est autre que celle- 
que Ton abtieaai en rabattant 1er plan die profil xi/i sur le plan hori- 
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zontal de projection. Il est aisé de se rendre compte que dans ce cas 
particulier la théorie du rabattement et la théorie du changement de 
plan vertical sont identiques. 

253. Problème II. — Trouver le point d'inier section de deux droites 
(a5, a'6'), {cd, c'd') {fig. 281) contenues dans un même plan de profil. 

La méthode générale qui donne Tinterseclion de deux droite* 
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situées dans un même plan est 
en défaut (100), puisque dans le 
problème que nous avons à ré- 
soudre les projections de même 
nom des deux droites sont con- 
fondues. 

On fait alors un changement 
de plan vertical en prenant 
comme nouvelle ligne de terre- 
ajiyi la droite a&a'6' (aôo) et Toiv 
détermine les projections verti- 
cales afi\^c[d[ des deux droites- 
dans ce nouveau système de pro- 
jection; ajbj, c[d[ se coupent au 
point m/, projection verticale 
dans le nouveau système du point 
de reneontre des deux droites ; en 
abaissant la perpendiculaire m[m 
sur oîiyi et en portant à partir 

du point a, sur a^i^i, la longueur a/n' = mm\i on obtient en (m, m') le: 

point commun aux deux droites de profil. 
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Fig. 28! 



25 't. Problème III. ~ Reconnaître si deux droites de profil sont 
parallèles. 

Nous avons déjà dit (io3, Rem.) que les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que deux droites soient parallèles ne sont pas appli- 
cables aux droites de profil. Mais on les rend applicables en faisant 
Un changem«^nt de plan vertical. En effet, dans le nouveau système 
les droites données ne sont plus de profil, à condition que Ton ait eu 
soin de choisir la nouvelle ligne de terre non parallèle à Tancienne ; il 
suffît alors de vérifier que les nouvelles projections verticales des deux 
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droites sont parallèles, puisque, par hypothèse, leurs projections ho- 
rizontales le sont déjà. 

258. Problème IV. — Mener par un point donné {c, c') la parai* 
lèle à une droite de profil donnée [ab, a'b') (flg\ a 8 2). 

D'après les propriétés des droites parallèles, la parallèle menée 

r par (c, c') à la droite de profil 

"""•-^^ (a&, a'b') est une autre droite de 

"*'""'v ^'^s profil dont les projections sont 

^^^ \ dirigées suivant la ligne de rap- 

^^N N \ pel ccf. Mais pour définir com- 

""n \ \ \ plètement cette parallèle, il faut 

\ \ 1 \ en connaître un point autre que 

I 1 /'<\ •" (ce') (94)- 

zzz-^iri'^ ^a' Pour obtenir ce second point, 

\ ^ / on fait un changement de plan 

j / vertical, en prenant, par exem- 

\/ pie, comme nouvelle ligne de terre 

.^ ^i flpiy, la droite hah'd. On déter- 

„. ^g mine, par les procédés connus 

(25o), les nouvelles projections 
verticales c[ et a\b[ du point et de la droite donnés. La parallèle c[d[ 
menée à a[b[ par le point c[ est alors la projection verticale, dans le 
système Xiyi, de la droite cherchée. Sa trace verticale est le point 
(d, d') (25 1, Rem. I, a*) et la droite de profil {cdy c'd') est la paral- 
lèle demandée. 

286. Problème V. — Reconnaître si une droite de profil et une 
droite donnée sont concourantes. 

On change de plan vertical de façon qu'aucune des deux droites ne 
soit de profil dans le nouveau système et on est alors ramené à 
reconnaître si deux droites quelconques sont concourantes ou non 
(100 et io4). 

257. Problème VI . — Trouver le point commun à un plan et à 
une droite de profil [ab, a'b'), définie par deux de ses points. 

Méthode. — On peut choisir comme plan auxiliaire le plan de 
profil contenant la droite donnée, plan qui est d'ailleurs le plan pro- 
jetant à la fois horizontalement et verticalement cette droite. Ce plan 
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^ profil coupe le plan donné siii<vuint uiae certaine droite, égalemesit 
de profil, et Ton est ramené à trouver le point camniuda à deux di'oiies 
situées dans un même plan de profil, problème traité précédemment 
(253), et qui se résout par un changement de plan vertical. 

Exemple. — Le plan est donné par ses traces. 
Soit PaQ le plan donné {fig, a83) ; le plan de profil contenant la 

droite (aô, a'b') coupe ce pllan 
suivant la droite de profil 
(cd, c'd') (i5i) et on est con- 
duit, comme nous Tavons dit 
plus haut, à chercher le point 
de rencontre des deux droites 
de profil (a6, a'b'} et {cd, c'd'). 
Pour cela (a 53), on fait ua 
V changement de plan vertical, 
en prenant comme nouvelle 
ligne de iterre Xiyi la droite 
ah a'h\ et l'on détermine les 
projections verticales a[b[ et 
ed[ des deux droites dans ce 
nouveau système de projec- 
iion ; a[bl et Gd[ se coupent aa 
point m[, qui est la projec- 
tion verticale dans le nouveau 
«ystème du point de rencontre des deux droites de profil ; on en déduit 
facilement les projections m et m' de ce point dans le système primitif . 




258. Problème VII. — Abaisser d'an point (m, m!) la (perpendicu- 
laire sur un plan {Px, Q^) parallèle à la ligne de terre {fig. 284). 

£31 appliquant ia règle ordinaire (169), c'est-à-dire en abaissant des 
projections m et m' du point les perpendiculflâres «m/i«et.mV sur les 
traces de même nom du plan, on obtient une droite de profil que 
ses projections ne suffisent pas à définir. 

Pour obtenir un point de la perpendiculaire autre que (m, m'), on 
fait alors un changement de plan Vertical en prenant, comme nouTelle 
ligne de terre xiyi, une perpendiculaire à ncy. 

Le plan donné devieni, dans le noiuveau système, un (fdaa de OtM^ut : 
sa nouvelle trace vorlicale aiQi s'obtient par la construction indiq^née 
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• a38. On ddlcrmine la nouvelle projection verticale m| du point 
11'), et en menant pav m,' la perpendiculaire mjni à aiQi, on a 
la projeclion verticale nj dans le 
nouveau système, du pied de la 
perpendicularre oherchée. En 
déterminant ensuite les projec- 
tions n et n', dans ie système 
primltir xy , du point projeté 
verticalement en n', dans le sya- 
lème xiyi, on achève de dé&nh- 
la poi'pendiealoire demanflée. 

Le point (n, n') est le .pied 
de la perpendiculaire abaissée 
du point (m, m') sur le plan 
(Pi, Q3) ; la dislance de ce 
point au plan est mesurée par 
le segment mlnl. 
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259. Problème VIII. — Mener par an point donné (m, m') le plan 



perpendiealaire sur 
el{b.V){Jig. ï85). 
On sait (17») gu'aj 
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Pour achever de le déterminer. 



je droite de profil définie par deum ipointe (a, a') 

menant par les ,prcijeotiong d'un point <lfls per- 
pendiculaires sur les projeclions 
de même nom d'une droite, on 
déûnit une horizontale .et 'une 
frontale du plan passant par le 
point et perpendiculaire à la 
droite. 

Mais, clans le cas particulier 
qui nous occupe, cette horizon- 
tale et cette frontale se confon- 
dent l'une et l'autre avec la 
pai-allèle (m n, m' n') k soy menée 
par le point (m, m'). Le plan 
cherché, qui, d'ailleurs, est pa- 
rallèle 3 xn-, n'est pas complè- 
tement détlni par celte droite, 
m fait un changement de plan 
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vertical, en prenant comme nouvelle ligne de terre xiyi la 
droite aba'b\ et Ton détermine (286 et 287) les nouvelles projections 
verticales m[ et a\b\ du point et de la droite. Dans le nouveau 
système, la droite (ah, a[b[) est de front et la perpendiculaire m[iL 
abaissée de m[ sur a[b[ est la nouvelle trace verticale du plan 
cherché. En menant par le point a où elle rencontre xiyi la parallèle 
à xy^ on a la trace horizontale Pa de ce plan. 

Le plan cherché est alors déûni dans le système primitif par les 
deux droites (mn, m'Ai') et («P, xy). Si Ton veut avoir sa trace verti- 
cale, il sulûl d'en connaître un point, par exemple celui qui se pro- 
jette horizontalement au point de rencontre ^ des deux lignes de 
terre. Ce point se projette verticalement en ^[ dans le système x^yi, 
en p' dans le système xy, La trace verticale du plan est la parallèle P'Q 
à xy menée par le point P'. 



EXERCICES 



1. Reconnaître si un point donné dans un plan de profil appartient 
à une droite donnée dans le même plan. 

2. Trouver le point commun à une droite de profil et à un plan 
déterminé par la ligne de terre et un point donné. 

3. Trouver les projections d'un deuxième point d'une droite de 
profil, connaissant les projections d'un point de cette droite et l'angle 
qu'elle fait avec le plan horizonlal. 

.4. Reconnaître, par un changement de plan vertical, si deux droites 
de profil situées dans un même plan de profil sont parallèles. Dans 
le cas contraire, déterminer leur intersection et leur angle. 

5. Trouver, par un changement de plan vertical, l'angle de deux 
plans dont les horizontales sont parallèles. (On rend les deux plans de 
bout.) 

6. Déterminer les angles d'un plan quelconque avec un plan de 
profil. Construire l'un des plans bissecteurs des dièdres formés par 
CCS deux plans. 

7. Déterminer les angles formés par deux plans dont l'intersection 
est une droite de profil. Construire l'un des plans bissecteurs des diè- 
dres formés par ces planau 
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8. Déterminer Tangle formé par une droite quelconque avec un 
plan parallèle à la ligne de terre. Cas où la droite est de profil. 

9. On donne par leurs projections deux point;s (a, a';, {b, b') dans un 
môme plan de profil Construire lies projections d*un carré, situé dans 
ce plan de profil, admettant ces deux points comme sommets opposés. 

iO. On donne trois points quelconques par leurs projections. 
Changer de plan vertical de façon que les nouvelles projections 
verticales des trois points soient en ligne droite. 

H. On donne un plan par ses traces. Changer de plan vertical de 
façon que les nouvelles traces soient cx>nfondues sur l'épure. 
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CH4PITRE V 

REPRÉSEMTATION- DES PYRAMIDES 
ET DES PRISMES 



I. 



Représentation d'un polyèdre par ses projections. 

260. En géométrie descriptive, on représente un polyèdre en con- 
struisant les projections de tous ses sommets et de toutes ses arêtes . 
Ces deux projections constituent Vépure du polyèdre. 

26 i. Parties vues ; parties cachées. — Pour faciliter la lecture 
de répure d'dn polyèdre, et pour qu*à la seule inspection de cette 
épure on puisse se faire une idée nette de la forme et de la position 
du corps, on fait, dai^s la mise à Tencre, sur les deux projections, la 
distinction des parties vues et des parties cachées. 

!• Pour faire cette distinction sur la projection horizontale, on sup- 
pose Tobservateur à Tinfini au-dessus 
du plan horizontal de projection, 
dans une direction perpendiculaire à 
ce plan, supposé opaque^, c'est-à-dire 
arrêtant les rayons lumineux. Cet 
observateur regarde vers le bas, ses 
rayons visuels sont donc dirigés verti- 
calement de haut en bas. Il en résulte 
que si une verticale OZ (fig. a86) ren- 
contre la surface opaque d'un corps 
en plusieurs points Ai, A2, A3, A4, 
le seul de ces points vu par Tobser- 
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Fig. 286 

valeur est celui qui a la plus grande cote, à condition, toutefois, qu'il 



REPBÉSEriXATION .d'uN POLTfÈDRE PAR SES PHOJECtiONS 227 



soit situé au-dessus du plan horizontal. Ainsi, dans la figure 286, le seul 
point vu sur la verlicjale OZ est le point A4. 

Le point Aa est caché par le point A4; Ai et A2 sont cachés par le 
plan horizontal, supposé opaque ; ils seraient encore cachés, même s» 
A3 et A4 n'existaient pas. 

2° Pour faire la distinction des parties vues et des parties cachées 
sur la projection verticale, on suppose l'observateur à l'infini en avant 
du plan vertical de projection, dans une direction perpendiculaire à 

ce plan, supposé opaque. Cet obser- 
vateur voit alors tout point isolé placé 
en avant du plan vertical, et ses 
rayons visuels ont la direction des 
droites de bout. Il en résulte que si 
une droite de bout rencontre la sur- 
face opaque d*un corps en plusieurs 
points Al, Ae, ..., le seul de ces 
. points vu par l'observateur est celui 
qui a le plus grand éloignement, à 
condition toutefois qu'il soit en 
avant du plan vertical. Dans la figure 287, le seulpoint vu sur la 
droite de bout OZ est le point A2. 




Fig. 987 



262. De ce qui précède, il résulte que dans une épure un point 
d'un corps peut être caché soit par les plans de projection supposés 
opaques, soit par le corps lui-même. En général, on suppose que le 
corps à représenter est tout entier situé dans le premier dièdre ; de 
cette manière, les plans de projection ne cachent aucune partie du 
corps et il reste uniquement à distinguer sur chaque projection les 
points qui sont cachés par le corps lui-même de ceux qui restent visi- 
^bles. Avec cette restriction, on est conduit aux deux règles suivantes : 

I* P&ar qu'un point M de la surface d'un corps supposé opaque soit 
vu en projection horizontale^ il faut et il suffit que la verticale ascen- 
dante issue 4e ce point ne rencontre pas le corps en d'autres points; 

2° Pour qu'un point M de la surface d'un corps supposé opaque soit 
vu en projection verticale, il faut et il suffit que la droite de bout issue 
de ce point et dirigée en avant du plan vertical ne rencontre pas le 
corps en d'autres points , 
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263. PonctiiatiOQ. — Lorsqu'on a fait sur chacune des projec- 
tions d'un polyèdre la distinction entre les parties vues et les parties 
cachées, on observe dans la mise à l'encre les conventions suivantes : 

x° Les arêtes ou portions d'arêtes vues sont dessinées en traits pleins 

noirs ( ^) d'une épaisseur de % de millimètre 

environ ; 

2° Les arêtes ou portions d'arêtes cachées se dessinent en trait poin- 
tillé ( ). Le trait pointillé est formé d'une suc- 
cession de points ronds, très uns, d'égale épaisseur, équidistants les 
uns des autres ; 

3° Les lignes de construction et les lignes de rappel se tracent soit 
en traits conMnus. et très fins à l'encre de couleur, soit en traits de 
construction { ) ; 

4" Certaines lignes du corps que l'on a dû figurer pour faire TépurCr 
mais qui ne doivent pas subsister dans la représentation de la portion 

cherchée du corps, se tracent en trait enlevé ( ; ). 

Il en est de même de certaines lignes de. construction importantes. 

Il arrive souvent, dans les épures, que certaines portions de lignes^ 
ne devant pas être représentées avec le même trait, coïncident. On 
convient alors de donner la priorité au trait vu sur le trait caché et aa 
trait caché sur le trait de construction ou sur le trait enlevé. 

L'application des règles précédentes constitue ce qu'on appelle la 

ponctuation de l épure, 

264. Contours appa- 
rents d'un polyèdre. — 

Supposons qu'un observa- 
teur placé à l'infini, dans 
une direction perpendicu- 
laire au plan P, regarde 
par exemple le polyèdre 
ABGDE(/i^. 288). Pour cet 
observateur, les faces A.BC, 
ACD, ADE sont vues, tan- 
dis que les faces ABE et 
BGDE sont cachées ; la 
ligne polygonale gauche 
ABC DE qui sépare les ifaces vues des faces cachées s'appelle le contour 
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apparent du polyèdre par rapport au plan P, et sa projection abcde sur 
lo plan P se nomme le contour apparent du polyèdre en projection sur 
le plan P ; ce dernier contour jouit de la propriété de contenir à son 
intérieur les projections de tous les points de la surface du polyèdre. 

265 . Dans Tépure d'un polyèdre, il y a alors à considérer le con- 
tour apparent par rapport au plan horizontal ou, plus simplement, 
le contour apparent horizontal, et le contour apparent par rapport au 
plan vertical ou, plus simplement, le contour apparent vertical, La 
projection horizontale du premier se nomme le contour apparent en 
projection horizontale ; la projection verticale du second s'appelle le 
contour apparent en projection verticale. 

266. Il est évident que le contour apparent par rapport à chaque 
plan de projection est vu tout entier, puisqu'il limite des faces vues ♦ 
par conséquent, sa projection sur le plan de projection correspon- 
dant doit être dessinée en traits pleins noirs. Il faut ensuite distin- 
guer, parmi les arêtes du polyèdre projetées à l'intérieur de ce con- 
tour, celles qui sont vues de celles qui sont cachées. Relativement aux 
polyèdres convexes, qui sont les seuls dont nous nous occuperons 

dans la- suite, on peut faire les deux remar- 
ques suivantes : 

i^ Si les projections sur un plan de deux 
arêtes AB et CD d'ui\ polyèdre se croisent à 
Vintérieur de la projection du contour appa- 
rent correspondant, l'une de ces arêtes est 
vue, Vautre est cachée. 

En effet, le rayon visuel aboutissant au 
point i {fig. 389) où se rencontrent les 
projections ab et cd de ces deux arêtes 
rencontre nécessairement le polyèdre en 
V deux points Ii et I2 appartenant aux 
deux arêtes considérées, et en ces deux points seulement, puisque par 
hypothèse le polyèdre est convexe. Or, un seul de ces points Ii peut 
être vu, Tautre I2 est nécessairement caché: donc l'arête AB sur 
laquelle se trouve le point vu sera vue et l'autre sera cachée. 

2<> Les arêtes aboutissant à un sommet n'appartenant pas au contour 
apparent sont vues si ce sommet est vu, cachées si le sommet considéré est 
caché. 




Fig. 289 
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Celte règle est évidente d'elle-même. Elle n'est d'ailleurs plus 
applicable si le sommet que Ton conrfdère appartient au contour 
apparent. 



267. AppUoation. — Établir la ponctuation du tétraèdre ayant pour 
sommets les quatre points (a, a'), (t, 6'). (c, c'), (d, d')(fig, ago). 

lo Projection horizontale. --Le coniour 
apparent en projeclion horizontale est le 
quadrilatère aàcd^ à rintérieur duquel 
se projettent horizontalement tous les 
points du tétraèdre ; il est vu. Des deux 
arêtçs ac et bd qui se croisent à l'inté- 
rieur de ce contour, l'une sera vue. Tau- 
tre cachée (266. !•) ; or. la verticale du 
point m où se coupent lès deux droites 
ac et bd rencontre Tarêle {ac, a'e') au 
point (m, m') et Tarête {bd, b^d^) au point 
{m, m'^. Comme le point (m, m') a une 
cote supérieure à celle du point (m, m')^ 
il est vu, et il en est de même de l'are le 
(ac, a'c') sur laquelle il se trouve ; au 
^'contraire, l'arête [bd, b'd') est cachée. 
Par suite, la droite ac doit être tracée 
en trait plein et la droite bd en pointillé. 

2° Projection verticale. — Le contour apparent en projection verti- 
cale est le quadrilatère a'o'c'd' \ il est vu. Des deux arêtes aV et b'd\ 
qui se croisent à l'intérieur de ce contour, l'une doit être vue, l'autre 
cachée ; or, la droite de bout menée par le-point n' où se coupent les 
droites a'c' et b'd' rencontre l'arête (ac, a'c') en {n, n') et l'arête 
{bd, b'd') en (/ii, n') ; c'est ce dernier point qui a le plus grand éloi- 
gnemenl, donc Tarête {bd, b'd') est vue, tandis que l'arête {ac, a'c') 
est cachée. Par suite, la droite b'd' doit être dessinée en trait plcin^ 
la droite a'c' en pointillé. 
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268. Nous allons maintenant appliquer les théories exposées dans 
les chapitres précédents à la construction de certains polyèdres- 
i^mples. 

Dans ce genre de problèmes figurent deux sortes de données, fes^ 
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unes qui définissent la forme et la grandeur d*i polyèdre à repré*- 
senter^ Les autres qui déterminent sa position' par rapport an plan dé 
prcjficlèon^ 

Il est impossible de formuler une règle générale sur la façon (f uti- 
liser ces données. Dans chaque cas, on doit sinspircF (fes propriétés 
du polyèdre à' construire, pour le constituer, à partir des élément» 
donnés, au moyen des constructions les plus siniples. 



i II. V 

Rej^ésantaEtion* dM la psrraoailde. 

269. En général, pour construire une pyramide, on construit 
d*abord, en se servant des données du problème, les projections de sa 
base, puis les projections de son sommet ; on joint ensuite chacune 
des projections des sommets aux projections de même nom de tous 
les sommets de la base. 



270. Problème I, — Représenter une pyramide connaissant sa base 

dans le plan horizontal, sa 
s' hauteur et le pied de sa 

kautei^r. 

Supposons par exemple 
que la base soit un penta- 
gone situé dans le plan 
horizontal (fig. agi). On 
construit ce pentagone 
abcde en grandeur et po- 
sition ; sa projection verti- 
cale a'h'c'd' est située sur 
la ligne de terre. On con- 
struit ensuite le pied de 
la hauteur (/i, N) qui coikt- 
cide ft'vec la projection 
„ „„. horizontale^ s du somme 

' Fîfç. 291 

de la- pyramide ; quant h 
la projection verticale s' de ce sommet, on l'obtient en portant sur 
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la ligne dq rappel du point s\ au-dessus de la ligne de terre, la lon- 
gueur h's' égale à la hauteur de la pyramide ; on joint ensuite le point 
s à tous les points a, 6, c, cf, e, et le point s' à tous les points a\ 
b\ c', d', e' : on a ainsi les arêtes latérales. 

La ponctuation ne présente aucune difficulté : en projection hori- 
zontale, toutes les arêtes sont vues ; en projection verticale, Taréle 
«'d' est seule cachée. 

271. Problème II. — Construire un tétraèdre SABG connaissant 
les longueurs de ses six arêtes, *€t in supposant la face ABC horizontale. 

La face ABC horizontale se projette en vraie grandeur (19a), et 
comme renoncé laisse son orientation et la cote de son plan indéter- 




Fig. 293 



minées, nous la supposerons placée dans le plan horizontal de pro- 
jection. En construisant alors sur l'épure {flg. 293) un triangle abc 
ayant pour côtés les longueurs données pour les arêtes AB. BG, GA, 
nous aurons la projection, horizontale de la face ABC ; sa projection 
verticale a'b'c' est située sur la ligne de terre. 
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Cela fait, si Ton suppose le plan de la face SAB rabattu sur le plan 
horizontal, on aura le rabattement Sj du sommet S en construisant 
le triangle Siab dont on connaît les trois côtés, savoir : ab déjà cout 
struit, sia et Sib respectivement égaux aux longueurs données des 
arêtes SA et SB ; de même, si Ton suppose le plan de la face SBC 
rabattu sur le plan horizontal, on aura le rabattement «2 du somr 
met S en construisant le triangle s^bc dont on connaît encore les 
trojis côtés. 

Si Ton relève maintenant les deux faces rabattues, il est évident, 
en vertu des règles établies pour le relèvement d'un point, que la 
projection horizontale du sommet s de la pyramide se trouve à l'in- 
tersection des perpendiculaires abaissées respectivement des points sx 
et «2 sur les charnières des rabattements correspondants, ab et 6c. 

Il reste à trouver ensuite la projection verticale du sommet de la 
pyramide, et pour cela il suffit de connaître sa cote. Menons par le 
point s la parallèle ssz à ab, et soit 9 le point où sst rencontre ab \ du 
point <x comme centre, décrivons le cercle de rayon asi qui coupe sSi 
au point sz ; le triangle rectangle s^ssz est manifestement le triangle 
de rabattement du sommet S considéré dans le plan de la face SAB ; 
par suite, la cote de ce point est mesurée par la longueur ss-^. Sur la 
ligne de rappel du points, portons alors, à partir de la ligne de terre, 
la long:ueur as' =: ss^ : le point s' ainsi obtenu est la projection ver- 
ticale du sommet de la pyramide. 

En menant sa, s5, se, puis s'a', s'b' et sV, on a les projections des 
arêtes latérales de la pyramide. 

La ponctuation est immédiate : sur la projection horizontale, la 
seule arête cachée est ac ; la projection verticale est vue tout entière. 

272. Mesure des éléments d'un tétraèdre. — Le problème pré- 
cédent donne le moyen de trouver les grandeurs liées à un tétraèdre 
solide. Pour cela, on mesure les arêtes de ce tétraèdre, ce qui est pos- 
sible, puisque, situées à Textérieur du solide, elles peuvent se prêter 
à une mesure directe. 

Puis en réduisant, si besoin est, ces longueurs à une échelle conve- 
nable (i4), on construit, comme nous venons de le montrer, les pro- 
jections (ou la projection cotée) du solide. 

Ensuite, on peut déterminer, par exemple, les hauteurs du tétra- 
èdre en cherchant la distance d'un sommet au plan de la face opposée 
{n"* 198 et suivants). C'est ce qu'on a fait dans l'épure précédente 
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{fig, 2^2) pour la hauteur issue du sommet S, hauteur qui est égale 
à la cote du point S, à cause du choix particulier du plan horizon- 
tal de projection. < 

On peut, de même, déterminer les dièdres du tétraèchre (angle de 
deux plans, n** a 16 et suivants). 

Il y a là un exemple intéressant de Vempîoi dé la géùmélrie' des- 
eriptive pour la détermination de longueurs ei d/ angles qui ne se prêtent 
pas à une mesure directe. 

Nous nous bornons à cette seule remarque que le leeteur pourra, 
répéter aisément dans les exenr>ples suivant». 

273. Problème 111. — Dans un plan de bout PaQ {fig. 298), on 
donne Van des sommets {a, a') d'an rectangle ABGD situé dans ce plan. 
Ce rectangle, dont on connaît les dimensions, est la base d^une pyra- 
mide de hauteur donnée et dont toutes les arêtes latérales sont égales .. 
Construire les deux proj&ctions de cette pyramide. 

Pour construire les projections du rectangle ABCD, on rabat le 
plan PbtQ autour de sa trace horizontale aP ; soient ai le rabattement 
du point (a,a') et UibiCidi le rabattement en grandeur et position du 
rectangle donné. On relève alors horizontalement le sommet &i en b^ 
au moyen de la droite ai 61 qui rencontre la charnière en ^ et se 
relève en pa ; puis on relève de la même manière le sommet di eaa d^ 
au moyen de la droite aidi qui rencontre la charnière en S et se relève 
en 8a. On a ainsi les projections horizontales ab ei ad de deux des 
côtés du rectangle ; on en déduit facilement les deux autres de et bc,. 
respectivement parallèles à ab et ad. Quant aux projections verticales- 
jqui sont des- sommets du rectangle, elles s'obtiennent immédiajtemenJt 
en rappelant leurs projections horizontales en a'\ b\ c', d' sur la trace 
verticale du plan de bout donné. 

Reste à construire le sommet de la pyramide. Toutes les arêtes 
étant égales, le pied de la hauteur coïncide avec le centre [o,o'\ d» 
rectangle de base. Les projections de la perpendiculaire menée parce 
point au plan de base sont les droites oe, o'e' respectivement perpen- 
diculaires aux traces de ce plan ; comme cette perpendiculaire est 
parallèle au plan vertical, la hauteur de la pyramide se projette ver- 
ticalement en vraie grandeur, et Ton obtient la projection verticale ^ 
du sommet en portant sur oV la longueur o's' égale à la hauteur 
donnée ; on en déduit sa projection horizontale en rappelant g' en « 
sur 06. En menant ensuite les droites- (sa, s' a') y [sb, sfb'), (se, «V),. 
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{srf, s'd'),on a lea projccUons des arêïes latéralesde Ta pyramide, dont 
. la constriiclion se trouvffainsi achevée. 

Pour poncluet la projeclion horïzontate de cette pyramide, on 




Plg. ws 



remarque que le contour apparent en projection borizontale est le 
quadrilatère iabc ; ce contour est donc va. On voit ensuite aisément, 

en regardant la projection verticale, que l'arête {sb, s'b') est la plus 
haute; donc sa projeclion horizontale sb est également nue. Enfin, la 
projection verticale montre aussi que le sommet {d, d') est celui qui 
a la cote la moins élevée ; il est donc nécessairement caché en pro- 
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jection horizontale, et il en est de même des projections horizontales 
sd, ad et cd des arêtes aboutissant à ce sommet. 

Sur la projection verticale, le contour apparent s'b'd' est vu. L*arêle 
(se, s'c') étant celle qui est le plus en avant par rapport au plan verti- 
cal, ainsi que le montre la projection horizontale de la pyramide, sa 

projection verticale s'c' est nécessairement vue. Au contraire, on voit 

« 

que Tarête (sa, s'a') est celle qui est la plus rapprochée du plan ver- 
tical ; par conséquent elle est cachée en projection verticale par la sur- 
face opaque de la pyramide. 



m. 



Gonstruotion de tétraèdres réguliers ou trireotangles. 

274. Tétraèdre régulier. — Un tétraèdre est dit re^iaiier lorsque 
toutes ses arêtes sont égales. Un tel polyèdre est donc défini par la 
donnée d'une seule longueur, celle de son arête. 

Pour trouver les projections d'un tétraèdre régulier reposant par une 
face sur le plan horizontal, on peut reprendre les constructions indi- 
quées au n° 371, en remarquant que Ton a, dans ce cas, SA = SB = 
se = AB =r BG = GA; ou bien on peut utiliser la remarque suivante : 

Chaque sommet d*ua tétraèdre régulier se projette sur la face opposée 

au centre de cette face . 

En cfîet, si s désigne la projection du 
sommets sur le plan ABG (fig, a94)« 
comme les obliques SA, ÇB, SG sont 
égales, elles s'écartent également du 
pied de la perpendiculaire sS ; on a 
donc sA = sB = sG. ce qui montre 
bien que le point s est le centre du 
triangle équilatéral ABG. 

Fig. 294 2^^' Cette remarque permet d'ef- 

fectuer facilement la mise en place 
du tétraèdre, si Ton suppose la face ABG horizontale. On con- 
struit d'abord (fig.2Qb)le triangle équilatéral abc ayant pour côté la 
longueur donnée de l'arête du télraèdre,réduite à l'échelle du dessin, 
s'il y a lieu. Ge triangle est la projection horizontale de la face ABC 
et son centre s, qu'on détermine au moyen de deux médianes ou de 
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deux hauteurs, est, d'après la remarque précédente, la projection horî- 
Sj^ zontale du sommet opposé S. En rabat- 

(0) tant ensuite sur le plan horizontal le 

triangle rectangle AS*, dont on connaît 
\ deux côlés, sa et SA. = ac, le rabattement 

\ ssi du troisième côté Ss donne la cote du 

\ sommet s. Cette cote sera positive ou 

^vs,\ négative, suivant qu'on suppose S au-des- 

•j^j ^m^ *^^ ^^ au-dessous du plan de comparaison. 

La ponctuation a été faite en plaçant S au- 
dessus du plan ABC ; toutes les arêtes sont 
alors vues. On observera que la construction de la cote de S revient 
d'ailleurs à celle de la hauteur du tétraèdre. 

276. Problème. — Dans un plan P défini par son échelle de pente 
[fig. 296), on donne deux points a{o) et 6(a). 

!• Construire un des triangles équilatéraux ABC ayant pour côté AB 
et situés dans le plan P. 

3° Construire la projection cotée du tétraèdre régulier ayant pour 
base ce triangle et situé au-dessus du plan P. 

i» Pour construire le triangle ABC, on rabat le plan P sur le plan 
de comparaison ; le point a(o) situé sur la charnière ne bouge pas. 
On rabat le point 6(a) de l'échelle de pente en 61 à l'aide du 
triangle rectangle ^bb' qui a pour côtés 63 et bb' = a unités de 
l'échelle (177, Règle). Puis sur le côté abi on construit le triangle 
équilatéral abiCi, vraie grandeur de la base rabattue. 

On relève ensuite le point Ci en c à l'aide de la droite Ci&ii relevée en 
bi et de la perpendiculaire ci*/ à la charnière (190), et l'on cote le 
point, c (approximativement 3,4) à l'aide de l'échelle de pente du plan 
P. On obtient ainsi la projection abc de la base du tétraèdre. 

a° Pour définir le quatrième sommet S du tétraèdre, on cherche 
d'abord le pied de la hauteur issue de ce sommet. Comme nous 
l'avons fait remarquer (274), ce pied est le centre du triangle de base 
ABC ; sa projection est donc le point de rencontre <r des médianes am 
et bn de abc (8, Conséq. II). On cote œ en le considérant comme un 
point du plan P, ou encore on remarque que sa cote est la moyenne 

arithmétique des cotes des points A, B, G ( 5 '-— =1,8). 

Il reste maintenant à élever au point <7(i»8) la perpendiculaire au 
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plan P et à porter sur cette perpendiculaire à partir de <îU,8) une 
longueur égale à la hauteur du tétraèdre régulier d'arête ah. 



r(3.4) 







EcheUe 



Pig. 296 

Déterminons d'abord la longueur de la hauteur dû tétraèdre en 
procédant comme au n© 376, c'est'-à-dire en considérant cette lon- 
gueur comme le deuxième côté de l'angle droit d'un triangle rec- 
tangle dont l'hypoténuse est égale à la longueur de Farête et dont 
l'autre côté de l'angle droit est égal au rayon du cercle circonscrit à 
Tune des faces. A cet effet, construisons le centre ffidu triangle équi- 
latéral abiCi ; ce point, qui est le rabattement.du point tï( 1,8) lorsqu'on 
rabat le plan P sur. le plan de comparaison, s'obtient à l'aide de la 
droite Cfsj rabattue en C\j et de la parallèle menée par «r à TéclieUede 
pente du plan. En construisant alors le triangle rectangle ciais^dont 
ctoi est un côté de l'angle droit et f dont l'hypoténuse Cis^ :=^Cibi, nous 
avons «n 9i$2 la vraie grandeur de la hauteur du tétraèdre, régulier. 

La perpendiculaire élevée du point c( i ,8) sur le plan Pi«st projetée 
suivant aai (74) ; comme nous avons à porter une certaine longueur 
5ur cette droite, rabattons le plan vertical qui la projette sur le plan 
horizontal passant par le point cr(iiS]* Le rabattement de la perpea- 
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dîcnlaire que nous voulons construire est une droite qui passe évi- 
demment par <j, puisque le poânt a(i,8) appartient à la charnière; 
d*autre part, cette droite doit faire avec Ja x^harnière aori l'angle com- 
plémentaire de Tangle que fait le plan P avec le plan horizontal, 
angle qui est par conséquent égal à l'angle b^b' du triangle de rabatte- 
ment du point b{2) construit au début ; d'après cela, on voit que la 
perpendiculaire élevée au plan P par le point o:(i,8) doit se rabattre 
suivant la perpendiculaire vd' abaissée de o sur p6'. 

Portons ensuite sur od' la longueur as' égale k la distance (T1S2. nous 
avons en «' le rabattement du sommet S : ce sommet se relève en 5, 
sur <jai, et sa cote est égale à 1,8 augmenté du nombre mesurant sa' 
i£gpproximativëment^[daûs l'Eure 3,6). s(3,6) a{o) 6(a) c(3,4) est donc 
le tétraèdre cherché. 

Ponctuation, — Le contour apparent sacb est vu. Pour ponctuer les 
-arêtes se et db qui se coupent à l'intérieur de ce contour apparent, 
on remarque aîBcment que la verticale du point n où se coupent ces 
<li%>ite8 ixîncoRtre Parète SC au-dessus de l^arête AB : donc se est vue, 
ab est cachée, 

277. 'Problème. — Construire la projection cotée . d'un tétraèdre 
régulier ayant deux arêtes apposées horizontales. 

Remarquons d'abord que dans an ^é/roèdr^ régulier les arêtes opposées 
sont orthogonales et que la droite qui joint les milieux de ces arêtes est en 

même temps leur perpendiculaire commune. 
En effet, soient I et J les milieux des 
*^;èles Oi)posées SA et BG (fig, 297) ; comme 
le tétraèdre est régulier, 

es = CA et BS = BA ; 
par suite, les deux points G et B équidis- 
tants de S et A sont dans le plan Q per- 
pendiculaire à SA en son milieu I. Il en 
résulte : 1" que l'arête SA est orthpgonale 
Fie 2W ^ ^^* droite du plan Q ; ^<* qu'elle est aussi 

perpendiculaire à IJ, droite du plan Q. 
Pour une raison analogue, IJ est »aussi perpendiculaire à BG, ce 
qui démontre la proposition. 

Soit alors S^VBG un tétraèdre régulier dont les arêtes opposées SA 
43-t BG Sont placées horizontalement. 




> 
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La droite joignant les milieux des arêtes horizontales SA et BC du 

tétraèdre donné, étant, comme nous 
venons de le rappeler, la perpendiculaire 
commune IJ à ces arêtes, est verticale; par 
suite, les deux arêtes SA et BG se pro- 
jeltent horizontalement en vraie grandeur 
(fig. 298) suivant deux segments égaux sa 
et bc se coupant en leurs milieux, à angle 
droit; la longueur de ces segments est 
d'ailleurs égale à celle des arêtes du télra- 
|j èdre. Quant aux autres arêtes, elles sont 
projetées horizontalement suivant les côtés 
du carré sbca . 

Les arêtes horizontales sont projetées 
verticalement suivant deux segments s'a' 
et 6'c' perpendiculaires aux lignes de rappel 
et distants Tun dé l'autre d'une longueur 
égale à IJ. Or, il est évident que la droite 
IJ a même longueur que la droite MN, joignant les milieux des 
arêtes opposées AB et SG; comme, d'autre part, cette droite MN est 
horizontale (elle est située dans le plan horizontal équidistant des 
plans horizontaux contenant SA et BG), elle se projette horizontale- 
ment en vraie grandeur en mn. Par suite, la distance des segments 
s'a' et b'c' est aussi égale à mn. Ayant alors choisi la droite 6'c' sui- 
vant laquelle se projette verticalement la plus basse des arêtes hori- 
zontales données, la plus haute de ces arêtes se projettera sur la 
parallèle à cette droite menée à une distance égale à mn (ou ab) 
dans le sens des cotes croissantes. On aura ensuite immédiatement 
les projections verticales des quatre sommets du tétraèdre en menant 
les lignes de rappel de leurs projections horizontales. 

La ponctuation ne présente aucune difficulté : nous laissons au 
lecteur le soin de la justifier. 



Fig. 298 



278. Tétraèdre tpirectangle. — Un tétraèdre SABG (fig. 299) est 
dit trirectangle en S lorsque les trois arêtes aboutissant en S sont 
deux à deux rectangulaires. • 

Dans un tel tétraèdre, le sommet S se projette sur le plan de la face 
opposée au point de rencontre des hauteurs de cette face. 

En effet, soit s la projection de S sur le plan de la face ABG. La 
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droite CS, perpendiculaire par hypothèse aux deux droites AS et BS 

est perpendiculaire à leur plan ASB, et par suite perpendiculaire à la 

droite AB de ce plan. La droite Ss, perpen- 
diculaire au plan ABC, est également per- 
pendiculaire à AB. La droite AB, étant 
ainsi perpendiculaire aux deux droites CS 
et Ss, est perpendiculaire à leur plan, et 
par suite perpendiculaire aussi à la droite. 
Cs contenue dans ce plan ; autrement dit 
Cs est une hauteur du triangle ABC. On 
verrait de la même manière que ks et B« 

sont les deux autres hauteurs du triangle ABC; donc s est bien le 

point de concours des hauteurs de ce triangle. 




à{Qi) A(a) 



279. Problème. — Construire la- projection cotée d'an tétraèdre 
SABC, trirectangle en S, et reposant par la face ABC sur le plan de 
comparaison. 

Soit a(o) 6(0) c(o) {fig, 3oo) la base du tétraèdre dans le plan hori- 
zontal. Il résulte de la propriété précédente (278} que la projection 
du sommet S est le point de rencontres des hauteurs du triangle abc. 
Pour obtenir la cote de S, on remarque que si l'on désigne par CH la 

hauteur issue de C dans le triangle 
ABC {fig, 399), le triangle CSH est 
rectangle en S : en effet, CS per- 
pendiculaire au plan ASB est per- 
pendiculaire à la droite SH conte- 
nue dans ce plan. 

Si Ton rabat alors le plan vertical 
qui contient le triangle rectangle 
CSH sur le plan de comparaison, le 
sommet de l'angle droit S se rabat, 
d'une part, sur la circonférence de diamètre ch {fig. 3oo), et d'autre 
part, sur la perpendiculaire élevée à ch au point s ; l'intersection de 
cette perpendiculaire avec la circonférence donne le rabattement Sx 
de S ; la distance ss\ est la cote cherchée du sommet S (approxima- 
tivement 2 unités 2 dixièmes de l'échelle). 

Remauque. — La construction précédente ne détermine la cote du 

. Chollet et MiNBua, J. 16 
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point S que si s est entre e ei h, ai rintériear du triangle, ce qui 
exige que les trois angles du triangle abc soient aigus. 

Ponctuation. — On a ponctué le tétraèdre en supposant la cote de 
S positive. En la supposant négative, on aurait obtenu le tétraèdre 
symétrique de celui qu'on a représenté par rapport au plan de com- 
paraison. 

i IV. 

Représentation du prisme. 

280. En général, jjour construire un prisme limité à deux bases 
parallcleSi on donne Tune des bases en grandeur et position, la direc- 
tion des arêtes, et enfin la longueur de ces arêtes, ou bien encore la 
hauteur du prisme. 

281. Problème I. — Construire les projections d'un prisme ayant 
une base dans le plan horizontal et dont on cannait la longueur des 
arêtes. 



,-r/' 




Fig. 301 



Supposons que la base située dans le plan horizontal soit le qua- 
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drîlatère abcd [fuj. Soi) en grandeur et position", sa projection verti- 
cale a'b'e'd' est tout entière sur la ligne de terre. 

Soit maintenant (m/i, m'n!) la direction des arêtes du prisme cher- 
ché; en menant par le point (a, a') la parallèle {apy a'p*) à cette 
droite, on a Tune des arêtes du prisme en position. Il faut alor3 
obtenir le sommet de la base supérieure situé sur cette arête; pour 
cela, on doit porter sur la droite {ap, a^p') et à partir du point (a, a'), 
une longueur égale à la longueur donnée des arêtes du prisme. 

Pour cela (197), rabattons le plan vertical ap projetant horizontale- 
ment la droite sur le plan horizontal. Le point a situé sur là charnière 
ne bouge pas ; le point {p,p') se rabat en pi sur la perpendiculaire 
menée par p à la charnière ap et à une distance de p égale à sa cote 
irp'. Portons alors sur api, à partir de a, une longueur aci égale à la 
longueur donnée des arêtes du prisme ; le point ei est le rabattement 
du sommet de la base supérieure appartenant à l'arête considérée ; 
en abaissant alors la perpendiculaire eie sur ap, on a la projection 
horizontale e de ce sommet ; sa projection verticale e' est à l'intersec- 
tion de a'p' et de la ligne de rappel es. 

U ne reste plus qu'à mener les segments 6/, cg, dh égaux et 
parallèles au segment ae, et à construire le quadrilatère efgh pour 
avoir la projection horizontale complète du prisme. Quant à la pro- 
jection verticale, elle s'achève en menant par les points 6', c' et d' les 
parallèles à a'e\ qu'on limite à la parallèle à xy menée par le 
point e'. 

Ponctuation. — Sur la projection horizontale, le contour apparent 
est le polygone abcghe ; ce contour est donc vu. Les projections hori- 
zontales des deux arêtes (6/, b'f) et (cd, c'd') se rencontrant, l'une de 
ces arêtes est vue en projection horizontale tandis que l'autre est 
cachée . or, l'arête (cd, c'a') étant tout entière dans le plan horizontal 
est manifestement au dessous de (6/, b'f); donc cd est cachée et 6/ est 
vue. Le sommet d, qui n'appartient pas au contour apparent, étant 
sur une arête cachée cd est lui-même caché, ainsi que les deux 
autres arêtes ad et dh qui y aboutissent. Au contraire le sommet /, 
qui n'appartient pas non plus au contour apparent, est vu comme 
appartenante une arête vue bf\ donc les deux autres arêtes ef et fg 
aboutissant à ce sommet sont également vues. 

En projection verticale, le contour apparent est le parallélogramme 
b'f'h'd; il est donc vu. Le sommet c' est vu, tandis que le sommet 
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a' est caché ; comme ces sommets ne sont pas sur le contour apparent, 
Tarôte c'y' est vue^ l'arête dd est cachée. 

Remarque. — Si, au lieu de donner la longueur des arêtes, on 
donnait la hauteur du prisme, les constructions seraient simplifiées. 
En effet, on aurait immédiatement les projections verticales des som-> 
mets de la base supérieure à l'intersection de la parallèle/ '/i' menée 
à xy^ à une distance de cette droite égale à la hauteur donnée, avec 
les parallèles à w!n* menées par les points a', h\ dy (f . Les projectionê 
horizontales de ces sommets s'obtiendraient ensuite en rappelant res- 
pectivement leurs projections verticales sur les parallèles à m/i menées 
par les points a, 6, c, d. 



282. Problème II. — Pour définir un parallélépipède ABGDEFGH 
{flg. S02), on se donne les projecUons cotées de quatre sommets a[i), 
6(3), c(4),/(io) appartenant aux trois arêtes concourant en 6(3) {fig, 3o3). 
Trouver la projection cotée du solide et la ponctuer. 

I* Projection. — Les faces du parallélépipède sont, par définition, 

des parallélogrammes ; leurs côtés 
opposés, qui sont parallèles, ont 
leurs projections parallèles (6) ; 
par &uite, toutes les faces se pro- 
jettent suivant des parallclo - 
grammes. On déterminera donc, 
de proche en proche, les projec- 
tions des sommets inconnus, en 
achevant les parallélogrammes 
abcd, bcgf, abfe puis efgh. 

Les segments AE et BF, égaux 
et parallèles dans Tespace, se pro- 
jettent suivant des isegments 
égaux et parallèles ae et bf\ en outre, la différence des cotes des 
points E et A est la même que celle des points F et B ; elle vaut 
donc 7 unités ; par suite, le point E a pour cote 1-1-7=8. On 
obtient de la même façon les cotes des autres sommets. 

a* Ponctuation. — Le contour apparent abfghd est vu. En considé- 
rant le point i commun à cd et eh, on voit, d'après les cotes des 
sommets, que la verticale de ce point coupe CD en un point de cote 
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inférieure à 4> et £H en un point de cote supérieure à 8. L'arête 

e{S) h{Q) est donc 

j^l ^(9) vue et l'arête c{^) 

^y^ \ ~P^'^\^ d(2) est cachée. Par 

^y^ Ji^""^^^^ \ suite, les arêtes qui 

a^w ^y""^ ^y^ \ \ concourent en e 

\ ^(8)\ \ \ gQjj^. y^gg g|^ celles 

\ \ ,..•"" ^^^^ ^^^^»i) qui concourenten c 

\ ..'" \ ^y^ sont cachées. 



FIg. 303 



283. Problème 
III. — Construire les 
projections d'an cube ayant une face dans le plan déterminé par le point 
{b, 6') et Vhorizontale {ai, a'V) (fig. 3o4), sachant que deux des som- 
mets de cette face coïncident avec les points (a, a') et (6, b'). 

Pour construire la face du cube située dans le plan donné, rabat- 
tons ce plan autour de l'horizontale (ai, a'i') ; le point (a, a') ne bouge 
pas, puisqu'il est sur la charnière du rabattement ; le point (6, b'} se 
rabat en &i au moyen du triangle rectangle b?b2 dont les côtés de 
l'angle droit sont respectivement égaux aux distances des projections 
de ce point aux projections de même nom de la charnière [bb^ = &'pi) 
(176, Règle). Cela fait, en construisant sur le segment abt le carré 
abiCidi, on a, en vraie grandeur, le rabattement delà face considérée. 

Le sommet d étant ensuite relevé en (c, c') au moyen de la droite 
auxiliaire biCi (187), qui rencontre la charnière en (y. Y) et se relève 
en (^Yt &'y')» on a immédiatement les projections (a6, a'b') et (bc, b'e'} 
de deux des côtés du carré rabattu en abiCirfr, on en déduit facilement 
les projections des deux autres côtés (ad, a'd') et (cd, c'd'), puisque ce* 
projections sont respectivement parallèles aux projections de même 
nom des deux côtés déjà tracés. On obtient ainsi séparément les pro- 
jections d et d' du quatrième sommet du carré, et l'on vérifie l'exac- 
titude des constructions précédentes en s'assurant que ces projections- 
sont sur une même ligne de rappel. 

Il reste maintenant à construire la face du cube opposée à la face 
{abcdy a'b'c'd'). Ces deux faces étant réunies par des arêtes perpendicu- 
laires à leurs plans, après avoir construit la droite de front (aj, a'f) 
du plan donné, menons la droite ap perpendiculaire à ai et la 
droite a'p' perpendiculaire à a'f ; nous avons ainsi les projections ap 
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et a'p' dé la perpendiculaire éleivée en (a, a') au plan déterminé par 
lepoidt (5, 6') et l'horizon laie (ai, a'i')^ c'est-à-dire la droite suivant 




(.\ 



Fig. 304 



laquelle est dirigée la troisième des arêtes du cube aboutissant au 
point (a^ d). Pour obtenir le deuxième sommet appartenant à cette 
arête, il faut porter sur la droite {ap, a'p'), à partir du point (a, a'), 
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une longueur égale k celle des arètee du cube, c'e^-à-âïre égale à l'un 
des côléa du carré abiCidi. Pour cela, marquons un point quelconque 
{p, p'i sur la droite (ap, a'p') et rabattons le plan vertical projetant 
cette droite sur le plan horizontal a'i'; le point (a, a') étant sur la 
charnière ne bouge pas, et le point (p, p'} se rabat en pi sur la per- 
pendiculaire élevée en p tiap.'ii une dislance ppi de cette droite égale 
à sa distance pV au plan horizontal de rabattement. La droite 
(ap, a'p') est donc rabattue en ap] , et si l'on porte sur ce ral)attenicnt 
la longueur aet =^ abt, on obtient en fi le rabattement du sommet 
cherché; la projection horizontale de ce sommet est alors le pied e de 
la perpendiculaire abaissée de et sur ap, et sa projection verticale est 
le point e' où la ligne de rappel du point e rencontre a'p'. 

ComuisMot ies projections d'une base du cube et celles d'une 
arête latérale (ne, aV), la représentation s'achève sans difâcullc en 
menant par chacun des autres sommets (b. &'), (c, c'). (d, d') obte- 
nus précédemment des segments ^«uk et parallèles au segment 
(ae.a'e"). On obtient ainsi les deux projections du cube abcdefgh 
«t tfft'c'if e/g'A'. 

Ponelualion. — En projection horizontale, le contour apparent est 
le polygone abfghd; il est donc ru. Les arêtes projetées en de et f/ se 
croisent au point m; or, la verticale de ce peint renconU^ dans 
l'espace la première de ces arêtes en un point (m, m') plus bas que le 
point (m, m") où elle rencontre la seconde ; donc bc est cachée tandis 
que e/eat vue. Le point e n'appartenant pas au contour apparent et 
étant situé sur une arête vue est égalentent vu; de même. les deux 
autresarètes c/et eh aboutissantàce sommet sontvue^. Aucontraire, 
le sommet c, qui n'appartient pas non plus au contour apparent et 
qui SB (Toure sur ane arête cachée bc, est également eacfi^ ; donc 
les deux autres aréles cd et eg aboutissant à ce sommet sont ca- 

En projection verticale , le contour apparent est le polygone 
b'c'd'hVf : il est donc vu ■ Ixs deui arêtes projetées en o'e' et g'h' se 
croisent au point n'; or, la droite de bout menée par ce point ren- 
contre k première de ces arêtes au point {ni, n'), plus en avant par 
rapport au plan vertical que le point {rtî, n') où elle rencontre la 
deuïlènie; donc a'e' est vae. h'g' est cachée. Le sommet a', apparte- 
nant à l'arête vue a!e'. est également l'U. et il en est de nkème des 
arêtes <ib' et a'rf aboutissant à ce sommet. Au conliairc, le sommet 
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^, appartenant à l'arête cachée ^K^ est cad\é, et il en est de même 
des deux arêtes €^ et /y aboutissant à œ sommet. 



EXERCICES 



TtircMrt. 

1. Construire un Ictraèdrc SA.BC ayant une face donnée ABC dans 
le plan horizontal cl connaissant en outre : 

!• les trois dièdres ayant pour arêtes les côtés du triangle ABC ; 

a* les pentes des trob faces qui passent par le sommet S ; 

3* les angles SAB, SAC et le dièdre BG ; 

4* les dièdres d*arèles AB et AG. et la hauteur relative à la face ABG ; 
5<> Fangle SAB, la longueur de l'arête SA et la pente de la face SBG ; 

6<» les angles SAB, SAG et la longueur de Tarète SA ; 

7* les angles SAB, SAG et la hauteur relative à la face ABG ; 

8*" les longueurs des arêtes SB et SG et la hauteur relative à la face 
ABC; 

g"" la hauteur relative à ABG et sachant que les arêtes opposées 
sont orthogonales deux à deux; 

10* les longueurs des hauteurs issues des trois sommets S,A,B ; 

11° les longueurs des trois hauteurs issues des trois sommets A,B»G. 

12. Construire un tétraèdre connaissant : 

I* les projections horizontales de ses quatre sommets A,B*G,D ; 

a<> trois plans donnés contenant respectivement les trois sommets 
A,B,C ; 

3* sachant que Tarête CD est orthogonale à AB. 

{Cavale,) 

13. Construire un tétraèdre connaissant les graduations de trois 
arêtes issues d'un même sommet et en outre : 

1° soit la projection cotée du point de rencontre des médianes de 
la face opposée à ce sommet ; 
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a** soit la projection cotée du point où se rencontrent les droites 
joignant chaque sommet au point de concours des médianes de la 
l'ace opposée. 



Tétraèdre régulier. 

14. Construire les projections d'un tétraèdre régulier, sachant que 
l'un de;8 sommets est dans le plan horizontal et que parmi les trois 
arêtes aboutissant à ce sommet Tune est verticale, tandis qu'une 
autre fait un angle de 3o^ avec le plan vertical. 

(Bacdiilaureat.) 

15. Construire un tétraèdre régulier, connaissant les projections de 
Tun de ses sommets et sachant que : 

i*^ l'une des arêtes n'aboutissant pas à ce sommet est dirigée sui- 
vant une horizontale donnée ; 

3" les deux autres arêtes aboutissant à ce sommet sont dans un 
même plan de bout. 

16. Construire la protection cotée d'un tétraèdre régulier, connais- 
sant les projections cotées de deux sommets a{6), 6(3) et la projection 
de la droite an qui porte une autre arête issue au sommet a(o). 

17. Construire un tétraèdre régulier, connaissant son centre (point 
de concours des hauteurs du télraèdre) et sachant que l'une des arêtes 
doit se trouver sur une droite donnée. 

18. Construire un tétraèdre régulier dont on donne un sommet sur 
la ligne de terre, sachant que la face opposée est dans un plan donné 
et a un côté horizontal. 



Tétraèdre trireciangle. 

19. Construire un tétraèdre SABC trirectangle en S, connaissant les \ 
projections des sommets S et A et la projection horizontale de l'arête 

SB. On suppose la face ABC horizontale. '\ 

20. Construire un tétraèdre SABC trirectangle en S, connaissant les 

projections horizontales des trois arêtes issues de S et la trace hori- \ 

zontale de l'une d'elles. On suppose en outre la face ABC horizontale. 

! 

21. Construire un tétraèdre SABC trirectangle en S, connaissant J 
les projections horizontales des sommets A,B,S. On suppose en outre j 
la face ABC horizontale. \ 

] 

22. Construire un tétraèdre SABC trirectangle en S, connaissant les "^ 
projections des trois sommets A,B,C, dont les cotes sont différentes. j 
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Pyramides et prismes, 

23. Une pyramide régulière à base hexagonale repose sur le plan 
de comparaison par une de ses faces latérales. Trouver sa projection 
colce, connaissant les lorigueurs de son arête latérale et du côté de la 
base . 

24. On donne les projections d'un point A et d'une droite D. Con- 
struire d'abord le triangle équilaléral ayant un de ses sommets en A 
et les deu;t au 1res sommcls sur la droite D ; construire ensuite le 
prisme droit de hauteur donnée ayant ce triangle comme base. 

25. Un prisme droit ABCDAiBiCiDi de hauteur donnée a pour 
bases les deux quadrilatères ABGl> et AiBidDi. On donne les projec- 
tions horizontales et verticales des sommets A, B, G, ainsi que la 
projection horizontale du point D. Construire les deux projections 
du prisme. 

26. On donne dans un plan de bout deux poiprts et A par leurs 
projections. Le point est le centre d'un pentagone régulier situé 
dans ce plan et l'un des sommets de ce pentagone coïncide avec le 
point A. Construire les projections d'une pyramide régulière ayant 
ce pentagone pour base, connaissant en outre la longueur de ses arêtes 
latérales. 



Parallélépipède. 



27. Construire un parallélépipède, connaissant les projections de 
trois arêtes aboutissant à un même sommet. 

28. Construire les projections d'un parallélépipède droit, connais- 
sant les projections de deux arêtes consécutives de l'une des bases, 
ainsi que la hauteur du parallélépipède relative à cette base. 

29. Construire les projections d'un parallélépipède, iconnaissant les 
projections de trois arêtes non situées deux à deux dans un même plan. 

30. On donne un carré ABCD dans le plan horizontal ; construire 
les projections d'un parallélépipède de hauteur donnée ayant ce carré 
comme base, connaissant en outre les angles dièdres que font avec le 
plan horizontal les faces latérales passant respectivement par les côtés 
AB et BC du carré. Combien y a-t-il de solutions ? 

31. Construire un parallélépipède, connaissant : 

i*» soit trois sommets d'une même face et le centre de la face opposée; 

2* soit deux sommets situés aux extrémités d'une diagonale et les 
trois directions d^arêtcs. 
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32. On donne les projections horizontales de tous les sommets d'un 
parallélépipède rectangle et la projection verticale d'un seul de ses 
sommets. Déterminer les projections verticales des autres sommets. 



Cube. 

33. Un cube d'arête donnée repose par une de ses faces sur le plan 
de comparaison. Représenter le cube symétrique par rapport à une 
droite donnée. 

34. Construire un cube, qui a une diagonale donnée dans un plan 
de front, sachant qu'une deuxième diagonale se trouve dans le même 
plan. 

35. Construire un cube d'arête donnée, connaissant les traces hori- 
zontales de trois arêtes issues d'un même sommet. 

38. Construire un cube, connaissant les projections cotées a(o), 6(5) 
de deux sommets d'une même arête et la projection bc d'une autre 
arête passant par 6(5). 

37. Construire un cube, connaissant les projections (a, a), (6, b') 
de deux sommets d'une même arête et la projection horizontale ag 
de la droite qui porte la diagonale du cube issue de (a, a'). 

38. Construire un cube, connaissant les projections (a, a'), (c, c') de 
deux sommets opposés de la base et sachant que la diagonale du 
cube issue de (a, a) reaconire une droite donnée. 

39. Représenter un cube ayant une diagonale verticale. (On remar- 
quera d'abord que les extrémités des trois arêtes issues d'un sommet 
de la diagonale considérée sont dans un môme plan horizontal, qui 
partage cette diagonale en deux segments dont Tun est double de 
l'autre). 

Polyèdres, 

40. Dans un cube, on considère les huit plans passant par les milieux 
des trois arêtes qui aboutissent à un même sommet. Représenter l'octa- 
èdre limité par ces plans . 

41. Par chaque sommet d'un parallélépipède, on mène le plan 
parallèle A celui qui contient les trois sommets yoisins; représenter le 
j)olyèdre convexe limité par ces huit plans. 



CHAPITRE VI 

SECTIONS PLANES DES PYRAMIDES 
ET DES PRISMES 



il- 

Sections planes des polyèdres. 

284. La section d'un polyèdre par un plan est un polygone dont 
les côtés sont les droites d'intersection des diverses faces du polyèdre 
et du plan sécant, et dont les sommets sont les points de rencontre 
des arêtes et de ce plan. De là, deux méthodes pour déterminer la 
section d'un polyèdre par un plan. 

!*• Méthode, — On détermine successivement les divers côtés du 
polygone dlntersection et Ton est ramené ainsi au problème de Tin- 
tersection de deux plans. 

a© Méthode. — On détermine successivement les divers sommets 
du polygone d'intersection et Ton est ramené ainsi au problème de 
l'intersection d'une droite et d'un plan. Cette méthode est celle que 
l'on emploie plus particulièrement dans la recherche des sections 
planes des prismes et des pyramides, ainsi que nous le verrons plus 
loin. 

Remarque. — L'intersection du plan sécant P avec le plan d'une 
face ABC du polyèdre (fig. 3o5) est une droite indéfinie AA' : la partie 
de cette droite qui limite la section est le segment EF. situé à l'in- 
térieur de la face. Si la droite AA' ne pénétrait pas à l'intérieur de 
la face ABC, elle ne limiterait pas la section. 
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B 



Oe mèrne, le point d'intcr3eciion d'une droite indéfinie qui porte. 

une arête du polyèdre avec le plan 
sccant n'est un sommet de la section 
que si ce point est sur l'arête elle- 
même et non sur ses prolongements. 

Il se peut donc qu'en cherchant sans 
précaution les points communs aux 
D arcles du polyèdre et au plan sécant, 
on détermine des points qui ne sont pas 
des sommets. Nous nous appliquerons 
à montrer dans les exemples qui seront 
traités dans ce chapitre comment l'on 
peut éviter ces constructions inutiles. 




285. Cas particulier : Section d'uD polyèdre par un plan per^ 
pendiculaire à l'un des plans de projection. — La détermination 
de la section d'un polyèdre par un plan sécant perpendiculaire à l'un 
des plans de projection est particulièrement simple, car on a immé- 
diatement, sans aucune construction, Tune des projections de cette 
section; l'autre projection s'en déduit ensuite par des lignes de 
rappel. 



286. Exemple. — Déterminer les projections de la section faite dans 
le tétraèdre {sabc, s'a'h'cf) par lé plan de bout PaQ (fig, 3o6). 

Les divers sommets de la projection verticfi^le sont les points m', 
n\ p\ q' où les projections verticales des arêtes du tétraèdre rencon- 
trent la trace verticale du plan sécant (i6o); leurs projections horizon- 
tales m, n, p, q s'obtiennent ensuite par des lignes de rappel. 

Ponctuation. — Nous avons établi la ponctuation en supposant la 
surface du tétraèdre opaque et le plan sécant transparent. 

En projection horizontale, les côtés mn et pq du polygone d'inter- 
section sont vaSf parce qu'ils appartiennent aux faces sab» sac qui 
sont vues ; au contraire, les côtés np et mq sont cachés, puisqu'ils 
sont dans les faces cachées sbc et abc. 

En projection verticale, les côtés mn' et n'p' sont cachés, car ils 
appartiennent aux faces cachées s'a'b' et s'6V ; néanmoins, toute la 
projection verticale est vue, à cause des côtés m'q' et q'p' qui sont vas 
comme appartenant aux faces vues a'b'c' et s'a'&. 
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• Vraie grandeur de la section, — On obtient la vraie gtajideur de la 
section en rabattant le plan sécant sur le plan horizontal de projec- 
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Fig. 306 

tion. Le rabattement du sommet (m, m') est le point mi, obtenu (179) 
en portant sur la perpendiculaire menée par m à la charnière aP 
une longueur {imi égale à am' ; les rabattements des autres sommets 
s'obtiennent d'une manière analogue, et Ton a en m[n\^[q[ la vraie 
grandeur du polygone d'intersection. 

287. Cas général : Secllou d'uu polyèdre pat* un plan quel- 
conque. 

Méthode. — On ramène ce cas au précédent en changeant de plan 
vertical de façon que le plan sécant soit de bout dans le nouveau système, 

288. Exemple. — Déterminer la section faite dans la pyramide 
triangulaire {sabc, s'a'b'c') par le plan sécant PaQ {fig, 807). 
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En prenant une nouvelle ligne de terre a^i^i perpendiculaire à aP, 
on rend le plan- sécant de bout (244). On cherche la nouvelle trace 
verticale ^hl de ce plan et la nouvelle projection verticale slalblcl de 
la pyramide au moyen des procédés indiqués dans le chapitre du 
changement de plan vertical. 
On obtient alors immédiatement la projection verticale Jiglk'i de la 

S' section dans le nouveau système; 
on rappelle les sommets de cette 




s: 



section d'abord en fjj,k, sur la projection horizontale, puis eaf.g'M^ 
sur la projection verticale primitive de la pyramide, 

Poncluaiion. — On a représenté la pyramide solide, consenée tout 
entière, avec la secUon tracée sur sa surface, en supposant le plan 
sécant transparent. 

I II. 
Sections planes des pyramides. 

289. Nous avons déjà dit (a84l qu'on détermine la section pianc 
d'une pyramide en construisant les sommets de cette section, 
c'est à-dire en cherchant les points derenconU^e des arêtes de la pyra- 
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mide avec le plan sécant. Pour obtenir ces poiuts, on peut rendre 
le plan sécant de bout et procéder comme dans le problème précé- 
dent. Mais il est aussi simple d'employer une autre méthode que 
nous allons exposer en détail : 



A- 



'^ 



*^ 




Fig. 308 



Soit, par exemple, à chercher l'intersection de la pyramide SABGD 
{fig. 3o8) et du plan Ri : 

K*> Figurons la droite dlntersection UV du plan Ri avec le plan R 
contenant la base de la pyramide ; 

a*" Menons par le sommet une droite auxiliaire quelconque SOOi, 
qui rencontre le plan de base au point O et le plan sécant au 
point Oi ; 

3" Pour trouver l'intersection des arêtes latérales de la pyramide 
avec le plan Ri, nous emploierons les plans auxiliaires déterminés 
auccessivement par la droite SOOi et chacune de ces arêtes. Tous ces 
plans auxiliaires passant par la droite fixe SO, leurs traces sur le 
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plan R passent toutes par le point ; de même, leurs traces sur le 
plan sécant Bi passent toutes par le point Oi. 

Cela posé, cherchons par exemple le point où Tarête SA perce le 
plan sécant Ri, Le plan auxiliaire déterminé par Tarête SA et la droite 
SO a évidemment pour trace sur le* plan R la droite OA joignant 
les traces et A des droites SO et SA. Si Ton désigne par a le point 
où cette droite OA rencontre l'intersection UV des plans R et Bi, il 
est bien évident que ce point a appartient à la trace du plan auxi- 
liaire considéré sur le plan Ri; or, nous connaissons un autre point 
de cette trace, le point Oi; par conséquent, le plan auxiliaire OSA 
coupe le plan sécant Ri suivant la droite aOi, laquelle rencontre à son 
tour SA en un point M, qui est un des sofnmets du polygone d'inter- 
section cherché. 

« 

On fait le même raisonnement pour obtenir les sommets appar- 
tenant à toutes les arêtes latérales; les constructions deviennent alors 
mécaniques. Ainsi, pour obtenir le sommet situé sur l'arête SB, on 
mène la droite OB qui rencontre UV au point p ; on joint ensuite ce 
point ? au point Oi; le point N où la droite pOi rencontre SB est le 
sommet cherché. On aura de la même manière les sommets P et Q 
situés sur les arêtes SG et SD . 

Pour joindre entre eux les divers sommets ainsi obtenus de ma* 
nière à obtenir les c^tés de la section, il faut avoir soin de ne joindre 
que des sommets appartenant à une même face de la pyramide. Ainsi, 
enjoindra les sommets M et N appartenant aux arêtes SA et SB qui 
déterminent la face SAB et Ton aura ainsi le côté MN du polygone 
d'intersection situé dans cette face; on joindra ensuite les sommets 
N et P qui donneront le côté du polygone situé dans la face SBC, 
puis les sommets P et Q qui donneront le côté PQ appartenant à la 
face SGD, et enfin les sommets Q et M qui donneront le côté QM 
appartenant à la face SDA. 

Le polygone d'intersection est alors le quadrilatère MNPQ. 

290. Remarques. — I. Pour joindre les divers sommets obtenus, il 
est commode de faire tourner d'une manière continue le plan auxi- 
liaire autour de la droite SOOi. La trace de ce plan sur R tourne 
autour du point et passe par les sommets de la base dans l'ordre 
où on les rencontre (A, B, C, D). en décrivant le contour de la base 
toujours dans le même sens, pendant que la trace de ce plan sur Ri 
tourne autour de Oi et passe successivement par les sommets cor- 

Chollbt et MmsuB, I. 1*^ 
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respondants de la section MNPQ dans l'ordre où il faut les joindre. 

IL — Il peut arriver que certaines des droites joignant le point O, 
où la droite auxiliaire SOOi perce le plan de base de la pyramide, aux 
divers sommets de cette base, ne rencontrent pas la droite UV dans 
les limites de l'épure. On peut alors être embarrassé pour obtenir 
les sommets correspondants du polygone d'intersection. Voici com- 
ment on tourne la difficulté. Supposons par exemple qu'après avoir 
obtenu, comme nous Tavons montré, le sommet M appartenant à 
l'arête SA., on ne puisse pas obtenir par le même procédé le sommet 
N situé sur l'arête SB, parce que la droite OB, trace du plan auxiliaire 
SOB sur le plan de base de la pyramide, ne rencontre pas la dioite 
UV dans les limites de l'épure, ce qui rend alors impossible la cons- 
truction de la droite pOi. On cherche alors, tout à fait de la même 
manière, le point Ei où une droite quelconque SE, menée par le 
sommet S dans la face SAB, rencontre le plan sécant Ri ; il est évi- 
dent que le point Ei ainsi déterminé appartient au côté du polygone 
d'intersection situé dans la face SAB; par conséquent ce côté est 
dirigé suivant la droite MEi et le point N où cette droite rencontre 
l'arête SB est le sommet appartenant à cette arête. 

III. — Si la droite UV, suivant laquelle le plan sécant Ri coupe le 
plan R. traverse le polygone de base, il est bien clair que les points de 
rencontre de cette droite avec les côtés du polygone de base sont des 
sommets de la section de la pyramide par le plan Ri ; il faudra donc 
tenir compte de ces sommets pour tracer le polygone d'intersection. 
On ne rencontrera d'ailleurs aucune difficulté en prenant les précau- 
tions que nous avons indiquées lorsque nous avons montré de quelle 
manière on doit joindre les sommets du polygone d'intersection 
entre eux . 

IV. — La droite auxiliaire SOOi est une droite menée arbitraire- 
ment par le sommet de la pyramide : on la choisit de manière à avoir 
des constructions aussi simples que possible. Ainsi, si la base est un 
quadrilatère, on place généralement le point O au point de concours 
des diagonales; l'avantage de ce choix apparaîtra dans l'exemple traité 
au n*" 393. 

La droite SOOi peut encore être une arête latérale de la pyramide. 
Dans ce cas, le point Oi où elle perce le plan sécant est un des som- 
mets de la section cherchée. 

V. — Les droites BC et NP, côtés de la base et de la section situés 
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\ dans la face SBC, concourent en un point I qui appartient aux plans 
R et Ri ; I doit donc se trouver sur UV, intersection de R et de Ri . ' 

1 

On peut utiliser cette remarque : i» soit pour déterminer P, si N 
est connu ; a** soit po\ir vérifier l'exactitude des constructions des 
sommets, si Ton n*a pas utilisé cette remarque pour les déterminer. 

291 . Application I. — Déterminer la projection de la section faite 
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par le plan PaQ (Jîg, Sog) dans la pyramide (sabcd, s'a'h'c'd!), dx>nt la 
face (abcd, a'b'c'd') est située dans le plan horizontal. 

Les constructions que nous avons indiquées au n" précédent pour 
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déterminer la section plane d'une pyramide dans l'espace sont pro- 
jectives, car elles reposent uniquement sur des considérations d'aligne- 
ments (points en ligne droite) ou de droites concourantes, propriétés 
^qui subsistent en projection. 

Elles peuvent être répétées mot pour mot sur chaque projection ; 
toutefois, il suffit de les effectuer sur une seule projection; l'autre 
s'en déduit ensuite par des lignes de rappel. 

Nous avons pris dans l'épure comme droite auxiliaire l'arête (sa, s,'d) ; 
la trace de cette arête sur le plan de base de la pyramide, c'est-à- 
dire sur le plan horizontal, est le point (a, a') ; on détermine facile- 
ment sa trace (m, m!) sur le plan PaQ au moyen du plan de bout 
$'a', qui la projette verticalement, employé comme plan auxiliaire ; 
d'ailleurs, le point obtenu (m, m') est l'un des sommets du polygone 
d'intersection cherché. 

La droite d'intersection du plan de base et du plan sécant étant la 
trace horizontale aP de ce dernier plan, pour avoir, par exemple, le 
sommet situé sur l'arête (<6, s'h% on prolonge ah jusqu'au point ^ 
où cette droite rencontre aP, on joint le point p au point m et on 
marque le point n où la droite Pm ainsi menée rencontre sh ; c'est 
la projection horizontale du sommet cherché et sa projection verti- 
cale s'obtient en rappelant n en n! sur s^h'. 

On détermine» d'une manière analogue, le sommet (q, q'), situé sur 
l'arête (sd, s'd'). On ne peut pas employer la même méthode pour 
obtenir le sommet situé sur Taré te (se, s'c'), car la droite ac ne ren- 
contre pas «P dans les limites de l'épure ; on choisit alors, comme 
nous l'avons fait remarquer plus haut (390, II)» une droite quelconque 
(j^g* s'g') du plan de la face SBC et l'on détermine le point (r, r') où elle 
rencontre le plan sécant ; le côté du polygone d'intersection situé 
dans cette face SBC est (nr, n'r'), qui rencontre Tarête {se, sfc') au 
sommet (p, p'). 

On peut encore remarquer (290, V) que le point i où bc rencontre aP 
est la projection horizontale d'un point de l'intersection du plan sécant 
avec le plan de la face (s6c, s'b'c') ; or, on connaît déjà la projection 
horizontale n d'un autre point de cette intersection ; celle-ci est donc 
la droite projetée horizontalement suivant nt et le point [p, p') où elle 
rencontre l'arête («c, sV) est le sommet appartenant à cette arête. 

La jonction des sommets du polygone d'intersection ne présente 
aucune difficulté, et l'on a immédiatement en mnpq et m'n'p'q' les 
projections de ce polygone. 
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Ponctuation, — Noui/ avons représenté le polyèdre solide et opaque 
obtenu en supprimant la portion de la pyramide située au-dessus 
du plan sécant PaQ ; nous engageons le lecteur à essayer, à titre 
d'exercice, de justifier la ponctuation. 

Vraie grandeur de la section. — Nous avons figuré en mjnipiqfi la 
vraie grandeur de la section obtenue précédemment en rabattant le 
plan sécant PaQ sur le plan horizontal. Nous avons commencé par 
chercher le rabattement /iiÇi de l'horizontale {hq^ h'q') passant par le 
sommet (g, q') (iSS). et nous en avons déduit aisément le rabattement 
qi de ce sommet. Pour obtenir ensuite le rabattement pi du sommet 
(Pi P')» nous avons employé la droite auxiliaire (pg, p'q'), qui ren- 
contre la charnière «P du rabattement au point projeté horizonta- 
lement en -R et qui se rabat suivant irgi ; les rabattements mi et ni 
des deux autres sommets ont été obtenus par des procédés ana- 
logues. 

292. Application II. — Une pyramide SABGD apour base un paral- 
lélogramme ABCD. On donne les projections cotées «(8), a{o), 6(4), c(6) 
des sommets S, A, B, C. Déterminer la section faite dans cette pyra- 
mide par un plan Ri défini par une échelle de pente (fig. 3io). 

n faut d'abord achever de construire la pyramide, c'est-à-dire 
construire le sommet D. Or, la base ABCD est un parallélogramme, 
sa projection est également un parallélogramme abcd, qu'il est aisé 
de construire puisqu'on en connaît déjà trois sommets. La différence 
des cotes des sommets D et G est d*ailleurs égale à la différence entre 
celles des sommets A et B^ c'est-à-dire à 4 unités : il en résulte que 
la cote de D est 6 — 4 = a unités. 

Nous allons maintenant appliquer la méthode exposée au n<> aSg à 
la détermination de la section de la pyramide par le plan Ri. 

D'abord, il nous faut déterminer la droite d'intersection du plan 
sécant Ri et du plan R de la base ABCD. Coupons ces plans par les 
plans horizontaux de cotes a et o. L'horizontale de cote a du plan R 
jestla droite d(a) c(a), joignant le sommet d(a) au milieu è(a) du seg- 
ment a(o) 6(4) ; elle rencontre l'horizontale de cote a du plan Ri au 
point jXa). De même, l'horizontale de cote o du plan R, qui se projette 
suivant la parallèle aj menée par a à la droite de, rencontre l'hori- 
zontale de cote o du plan Ri au point i(o). La droite d'intersection des 
plans R et Ri est donc la droite i(o) j(a). 
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Prenons comme droite auxiliaire la droite s(8) o{S) joignant le 
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sommet s(8) de la pyramide au point de rencontre o(3) des diagonales 
de la base (ago, lY). Sa trace sur le plan de base R de la pyramide est 
le point 0(3) lui-même ; pour déterminer sa trace sur le plan sécant Ri, 
considérons le plan auxiliaire passant par cette droite et dont les ho- 
rizontales ont la direction og (nous avons choisi arbitrairement cette 
■direction) ; les projections og et sh des horizontales de cotes 3 et 8 de 
ce plan auxiliaire rencontrent les horizontales de même cote du 
plan Ri aux points ^(3) et h(8), et la droite gh rencontre so au 
point oi ; ce point Oi est alors la projection^ horizontale de la trace de 
la droite SO sur le plan Ri. 

Il ne nous reste plus qu'à déterminer les intersections des diffé- 
rentes arêtes latérales de la pyramide avec le plan Ri en considérant 
successivement les plans déterminés par ces arêtes et la droite SO. 

Or le plan SÂO, par exemple, est en même temps plan auxiliaire 
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pour les arêtes SA et SG ; sa trace sur le plan de base de la pyramide 
est ac; elle rencontre la projection ij de l'intersection des plans R et 
Ri en a, et les points r et p où la droite aoi coupe sa et se sont les pro- 
jections de deux sommets de Tintersection. 

De même, le plan SBO est à la fois plan auxiliaire pour les arêtes SB 
et SD ; sa ti^ace bd sur le plan de base rencontre ij en P ; la droite 
poi rencontre sb en q, mais le point où, elle rencontre sd est extérieur 
au segment sd. Le point q est alors la projection du sommet deUa 
section situé sur SB et il n'existe aucun sommet sur SD. 

L'arête SD est donc tout entière d'un même côté du plan Ri, tandis 
que les autres arêtes latérales SA, SB, SG coupent ce plan; cela tient 
à ce que le pls^n sécant Ri coupe le polygone de base aux deux points 
projetés en m et n, à l'intersection de ij avec ad et de; ces deux points 
sont d'ailleurs deux sommets de la section cherchée (390, III). 

La jonction des sommets obtenus ne présente aucune difficulté ; 
on a en mnpqr la projection du'polygone d'intersection. Les cotes des 
sommets de ce polygone s'ôbtiennent^en considérant ces points comme 
appartenant soit au plan sécant Ri, soit aux arêtes de la pyramide. 

Ponctuation. — Pour établir la ponctuation, nous avons encore 
représenté la portion de pyramide solide et opaque située au-dessus 
du plan sécant Ri. 

§ ni. 

Sections planes des prismes. 

293. On détermine la section plane d'un prisme en construisant 
encore un à un les sommets de cette section par un procédé analogue 
à celui employé pour les pyramides . 

Soit, par exemple, à chercher l'intersection de la surface prisma- 
tique ABCDEFGH (fig. 3ii) par le plan Ri. 

i" Figurons la droite d'intersection UV de ce plan Ri avec le plan 
R de la base ABCD du prisme ., 

2° Menons, d'une façon arbitraire, une parallèle OOi aux arêtes 
latérales de la surface prismatique et déterminons sa trace sur le 
plan de base et sa trace Oi sur le plan sécant. 

3" Pour trouver l'intersection d'une des arêtes latérales de la surface 
prismatique avec le plan Ri, nous emploierons les plans auxiliaires 
déterminés successivement par la droite OOi et chacune de ces arêtes. 
Ces plans sont ainsi définis par 4eux droites parallèles. 
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lufât alors de répéter, mot pour mot, les constructions que noua 
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avons faites au n° 389, à propos de la section plane d'une pyramide. 
On obtient ainsi aisément le polygone d'intersection MNl'Q. 

Les remarques que nous avons faites au n" 190 sont également 
applicables à la recherche des sections planes des prismes. 

REHAnQUE. — Si l'on suppose que, dans une pyramide, le sommet 
s'éloigne indéQniment en se déplaçant sur une droite D, le pjlygone 
de base P restant flxe, la pyramide a pour limite un piisme de 
base P et dont les arêtes sont parallèles à D. La droite SOOi 
( tlg- 3o8) a pour limite, si reste liïe, la parallèle à D menée car 0. 
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Ainsi apparaît Fanalogie complète des constructions qui permettent 
d'obtenir la section plane d'une pyramide et celle d'un prisme, la 
deuxième surface étant considérée comme la Umite de la première. 

294, Application I. — Une surface prismatique a pour base dans 
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le plan horizontal le quadrilatère (abed, a'h'dd') et ses arêtes latérales 
ïont parallèles à la direction (A. Y) {fig, Sia); on demande de construire 
les projections de la section déterminée dans cette surface par le plan 
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passant par le point (o^, Oj) et ayant pour trace horizontale la droite 
(H, HO. 

Choisissons comme droite auxiliaire la parallèle (oio» 0^0') menée 
à la direction (A, A') par le point (oj, 0/), et déterminons sa trace 
horizontale (0, 0'); sa trace sur le plan sécant est évidemment le 
point (Oj, 0/). 

Gela fait, pour obtenir, par exemple, le sommet du polygone 
d'intersection situé sur l'arête (ac, a'e') du prisme, on mène la droite 
oa qui rencontre H au point a, et l'on joint ce point a au point oi ; 
le point m où la droite aoi ainsi menée rencontre ae est la projec- 
tion horizontale du sommet cherché; la projection verticale de ce 
sommet s'obtient ensuite en rappelant m en m' sur a'e'. 

Les sommets de la section situés sur les autres arêtes du prisme 
se déterminent de la même manière. En les joignant deux à deux, 
avec les précautions que nous avons indiquées à propos des 
pyramides (289), on obtient finalement le polygone d'intersection 
{mnpq, m'n'p'q'). 

Pour établir la ponctuation, nous avons supposé qu'on représen- 
tait le polyèdre solide et opaque, limité par la surface prismatique 
donnée, sa base et la section déterminée plus haut. 

Enfin, on aurait encore la vraie grandeur de la section 
{mnpq, m'n'p'q') en rabattant le plan sécant sur le plan horizontal. 

295. Application II. — Un prisme pentagonal est défini par sa 
base ABCDE située dans le plan de comparaison et par V arête a(o) /(S) 
issue du sommet A. Déterminer la section faite dans ce prisme par le 
plan Bi dont on donne une échelle de pente {fig. 3i3). 

L'intersection du plan sécant et du plan de base est ici la trace hori- 
zontale U(o) V(o) du plan Ri. 

Prenons comme droite auxiliaire Farête AF. Sa trace sur le plan 
de base est le point a(o). Pour trouver sa trace sur le plan sécant 
Rj, considérons le plan auxiliaire FAD défini par cette droite et 
l'arête issue de D et cherchons son intersection avec le plan sécant Ri. 
Pour cela coupons successivement ces deux plans par les plans hori* 
zontaux de cotes o et 5. L'horizontale a(o) d(o) du plan FAD rencontre 
rhorizontale U(o) V(o) du plan Ri au point 8(0) ; de même, l'horizontale 
/(5) ^(5) du plan FAD, dont la projection est la parallèle menée par 
/ à la droite ad, rencontre l'horizontale de cote 5 du plan Ri au point 
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/i(5). La droite 8(0) /i(5) est alors l'intersection des plans FAD et Ri et 
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le point de rencontre m de Ih et de af est la projection de la trace de 
l'arête AF sur le plan sécant Ri. 

Remarquons d'ailleurs (290, IV) que le point m est la projection du 
sommet du polygone d'intersection situé sur AF ; de même, le 
point p où o^,rencontre la projection de l'arête du prisme issue du som- 
met D est la projection du sommet du polygone situé sur cette arête. 

Pour avoir le sommet situé sur l'arête issue du point C, on trace, 
en suivant là méthode générale, la droite ac qui rencontre UV au 
point Y ; on joint ensuite le point y au point m, et le point q où la 
droite ym ainsi menée rencontre la projection de l'arête considérée 
est la projection du sommet de la section appartenant à cette arête. 

Il n'est pas possible de déterminer de la même manière le sommet 
situé sur l'arête issue du point R, car la droite ah ne rencontre pas 
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UV dans les limites de l'épure. On subslilue alors à l'arête AF, primi- 
tivement choisie comme droite auxiliaire, Taréte issue de C ; la trace 
de cette arête sur le plan de base est c, sa trace sur le plan sécant Ri 
est le point projeté en q déterminé précédemment. On prolonge alors bc 
jusqu'au point P où cette droite rencontre UV, et le point r où la 
droite ?q coupe Tarête issue de B est la projection du sommet du 
polygone d'intersection situé sur celle aréle. 

De même, pour avoir le sommet situé sur l'arête issue de E, on 
substitue à la droite AF l'arête issue de D qui rencontre respective- 
ment le plan de base du prisme et le plan sécant aux points dont les 
projections sont d et p. On marque le point e où le prolongement 
de ed rencontre UV, puis on obtient la projection n du sommet cher- 
ché à l'intersection de ep avec la projection de l'arcte issue de E. 

Tous les sommets du polygone d'intersection étant maintenant 
déterminés, il ne reste plus qu'à les joindre, de façon à obtenir la 
projection mnpqr de ce polygone. On peut déterminer les cotes de ces 
sommets en les considérant comme appartenant, soit aux arêtes du 
prisme, qu'il est facile de graduer, soit au plan sécant Ri. 

Ponctuation. — Nous avons établi la ponctuation en représentant 
la portion solide du prisme comprise entre le plan de base et le plan 
sécant. 

§ IV. 
Interseotion d'une droite aveo un polyèdre. 

296. Pour déterminer les points de rencontre d'une droite A avec 

A un polyèdre : 
_/K , lo On fait d'abord 

^ ~ 7 \ \i> ^ 

/ / L-K _ / passer par la droite A 

/ /\^ ..L/-V ' ^ / ^^ plein auxiliaire Q 

/ „ / iN \d / q 2^ Oai détermine le 

/ ^^^.^^^^ \ X / polygone d'intersection 

^ ^^^^'^^^^/'^ ^^NP de ce plan Q et 

C de la surface du poly-J 

^^«•3^* èdrc (a86 et 287); 

3*» La droite donnée rencontre le contour de ce polygone aux points 
demandés l et J. 



INTERSECTION d'VIXB DROITE AVEC VU POLYÈDl 

Pratiquement, on prend en général comme plan au: 
des plans projetant cette droile. à cause de la simplicité d 
tions qui permettent d'obtenir la section du polyèdre pai 

<a85 et 986). 

297. Exemple. — Trouver les points d'inler^eclion 1 
h{o) k{i) ( fig. 3i5) avec an polyèdre qai a pour bases da 
horizontaux de cotes o et ii deux triangles ABC et DEF 
aalres faces sont les triangles DAB, DAF. CFA, CFE, BE( 

Le plan vertical V projetant horizontalement la droil 
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situés sur la charnière ne bougent pas, les autres viennent 
sur des perpendiculaires à la charnière, à des distances rcs 
égales à leurs cotes. On obtient ainsi le rabattement mr 
section faite dans le polyèdre par le plan vertical V. La d 
se rabat ea kk" : h situé sur la charnière n'a pas bougé, ' 
en /î", à la dislance kW =: k unités. 

La droite Mi coupe le contour du polygone mnp'qYs 
i' et /qui se relèvent en i et j sur hk; ils ont pour cote 
les longueurs iï eljj'. Ce sont les points de rencontre ût 
du polyèdre donnés. 

Ponelaalion. — On a supposé le polyèdre réduit à sa sur 
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La droite pénètre en t dans le polyèdre par la face DAF qui est vue 
tout entière, par suite le segment IK extérieur au poljèdre est vu. 
Le segment IJ, înlérieur au polyèdre, est évidemment caché. En J, la 
droite sort du solide par la face CBË qui est cacliée. Cette droite est 
ainsi il sa sortie au-dessous du polyèdre, par suite sa projection est 
cacbée depuis le point J jusqu'à sa sorUe du contour apparent, 
en P, où elle redevient vae. 



^98. latereecllon d'une droite avec une suriace pyramidale. — 
Pour délerniiner les points de rencontre d'une pyramide et d'une 
droite D, on prend le ptas 
souvent, comme plan aaxi- 
Uaire, le plan Q ( %. 3i6> 
défini par la droite donnée 
et le sommet de la pyra- 
mide. Ce plan coupe la 
surface pyramidale suivant 
un triangle SMN dont l'un 
des sommets est, d'après le 
choix du plan, le sommet 
S de la pyramide. On 
obtient d'ailleurs ce triangle en joignant le sommet S aux points de 
rencontre M et N de la base ABC avec la trace du plan auxiliaire sur 
le plan P de celte base. Le périmètre du triangle SMN rencontre la 
droite D aux points cherchés I et J. 
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299. Exemple I. — On donne lapyramide s[io) a(o) 6(o) clo) et la 
droik dit) e{5) {fig. 817). Trouver les points communs à la droUe et à la 
surface de la pyramide. 

Pour trouver l'intersection du plan de base avec le plan s( 10) d(i) e(5) , 
on cherche la trace de la droite d(i) e(5) sur le plan de base, 
c'est-à-dire sur le plan-de comparaison. Cette trace ifo} s'obtient en 
graduant la droite. 

On cherche ensuite sur la même droite le point/ décote 10, de 
façon à obtenir, la direcUon sf des horizontales du plan auxiliaire 
SDB ; la parallèle (lo) a(o) à sf est alors la trace horizontale du plan 
SDE ; elle coupe la base aux points m(o) et n(o) ; les points i et j où la 
droite e/ rencontre sm et »n sont les projections des pointa d'inter- 
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section de la droite donnée avec la surface de la pyramide. On cote 

ces points en les considé- 
rant comme appartenant 
aux droites m(o) s(io) et 
no) 5(10). 

Ponctuation, — En sup- 
posant opaque la surfiice 
de la pyramide, le seg- 
ment IJ est caché puis- 
qu'il est intérieur à la 
pyramide. Le reste de la 
droite est vu. 

300. Exemple H. — 

Déterminer les points où la droite (pg, p'q') rencontre la surface de la 

pyramide {sabcd, 
^^' s'aVc'd') dont la base 

est un quadrilatère 
{abcd, a'b'c^d'), situé 
dans le plan hori- 
zontal (fig, 3 18). 

Le plan détermi- 
né par le sommet 
de la pyramide et la 
droite donnée'a pour 
trace horizontale 
la droite {eg, e'^ 
obtenue en joi- 
gnant la trace hori- 
zontale (ô, c') de la 
droite (pq, p'q') à la 
trace horizontale 
(g, g') d'une autra 
droite (»/, s'f) de ce 
plan. Cette trace 
pjg, 313 rencontre la base 

de la pyramide aux 
points (h, h')y (£, î'); par suite, le plan considéré coupe la surface 
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de la pyramide suivant les droites (sh, s'h'), {si, sT), droites qui 
rencontrent (pq, p'q') aux points demandés (m, mf) et (n, n'). 

Ponctuation. — Si Ton suppose la surface de la pyramide opaque, 
il est bien évident que le segment {mn, m'n% intérieur à la pyramide, 
est caché aussi bien sur la projection horizontale que sur la projection 
verticale. 

En outre, sur la projection horizontale, le segment nr de la droite 
étant au-dessous de la face cachée asd est également caché ; tout le 
reste est vu. De même, sur la projection verticale, le segment mfn' 
étant en arrière de la face cachée s'6V est caché; tout le reste est vu. 

301. Intersection d*une droite avec une surface prismatique. 

— Pour déterminer les points de rencontre d'une droite A avec la 

surface d'un prisme, 
Q on prend généralement 

comme plan auxiliaire 
le plan Q mené par la 
droite donnée parallèle^ 
ment aux arêtes latéra- 
les du prisme {llg. 3 19). 
Ce plan coupe la 
surface du prisme sui- 
vant un quadrilatère 
MNRS dont deux côtés, 
situés dans les faces 
latérales; sont des droi- 
tes parallèles aux arêtes. 
Ces droites s'obtiennent 

en menant les parallèles aux arêtes latérales par les points M et N où 

la trace du plan auxiliaire considéré sur le plan de base du prisme 

rencontre le contour de cette base. 
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302. Exemple I. — Un parallélépipède a pour base le parallélo- 
gramme a[o) 6(0) c(o) d(o) dans le plan de comparaison et l'arête <ia. 
sommet A est a(o) e(6). Trouver V intersection de la droite h{o) /c(4) avec 
la surface de ce parallélépipède (fig, 820). 

On cherche la trace horizontale du plan mené parallèlement aux 
arêtes du prisme par la droite HK. Pour cela, on mène par h la 
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parallèle à ae et en portant sur cette parallèle 4 fois l'inlervalle 
de l'arête à partir de fc, on obtient sa trace horizontale l{o). En me- 

c( 0) ^<6' nant h(o) i[o), 

/■•.. rv on a la trace du 

/ / >v plan auxiliaire 

/ , / Vy , sur le plan de 

/ ';,d{(i) I X/(6) ^ 

1 ;• 7 ''[ij ^ base du parallé- 

/ ^^°| - / m}^ lépipcde. Cette 

K,A /•• /^. .••■**'7 droite rencontre 

X ^ / ^\r-.**** / / le polygone de 

\ ^(0)/....; ^.'X f \ u • *o 

X / ; .-•'îr/ii X / / base aux points 

^^^^J ^~~^ m(o). /i(o) ; en 

/ m\^i^ 1 3 i 5 iS(6) menant par ces 

I ^/^. < points les pa- 

/^y^ rallèles aux aré- 

Fig. 320 *^^ ^^ prisme, 

on obtient la sec- 
tion m(o) n(o)p(6) g(6) du parallélépipède par le plan auxiliaire. 

La droite donnée rencontre les côtés de ce polygone aux poi-nts 
dont les projections sont i et j ; le dernier de ces points a évidemment 
6 pour cote ; quant au premier, on obtient sa cote en le considérant 
comme appartenant, soit à la droite ^(o) ^(4), soit à la droite 
m(o) Q(6). 

Ponctuation. — La 9urface du prisme étant supposée opaque, le 
segment U de la droite est caché, puisqu'il est tout entier à Tintérieur 
du prisme. Tout le reste de la droite est vu. 

303. Xtxemple H. — Déterminer les points de rencontre de la droite 
(pQt p'q') avec la surface du prisme triangulaire {abcdcf, a'h'c'd'e'f), 
dont une base (abc, a'b'c') est située dans le plan vertical de projection 
[fig, 321). 

Le plan mené par la droite [pq, p'q') parallèlement aux arêtes laté- 
rales du prisme a pour trace verticale la droite (y, i'j) obtenue en 
joignant les traces verticales (i, l'Oct (j, /) de deux parallèles {gi, g'V), 
(/»/» h'f) aux arêtes du prisme menées par des points (gf, g'), (/i, h') 
pris arbitrairement sur la droite (pq, p'q')» Cette trace rencontre le 
contour du triangle (a6c, a'b'c') aux deux points (A:, k') et (/, l')\ donc 
le plan considéré coupe la surface prismatique suivant les parallèles 
(kr, Wf), {Is^ Vs) menées par ces points aux arêtes du prisme. 

Chollbt et Mineur, I. 18 
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Ces parallèles rencontrent la droite (pq, p'q') aux points cherchés 
(m, m') et (/i, n')- 

Ponctuaiiofi, — La surface du prisme étant supposée opaqofi, il est 




Fig. 321 

clair que le segment (mn, m'n') de la droite donnée est cachée car il 
«st tout entier à l'inlérieur du prisme. 

En outre, en projection horizontale, les segments mt et na sont 
cachés, car ils sont au-dessous des faces cachées aced et bcef. De même, 
'în projection verticale, le segment n v' est caché, car U est en arrière 
-de la face cachée b'cye\ 

Remarque . — Lorsque la base de la pyramide ou du prisme est 



SSERCIGES ^S 

donnée dans ntk plan quelconque, non parallèle aux plan» de pro- 
jection, la recherche de la droite- d'înlersection de ce plan cl du plan 
auxiliaire particulier que nous avons employé dans les exemples traiJtés 
plus bauiy donne lieu à des eoBstruclions assez longues ; il est alors 
préférable' die suivre la méthode générale indiqpuee powp les polyèdres 
quelconqjaes» c^est-à-dire de prendre comme plan auxiliaire l'un des 
plans projetant la droite» et de chercher rinterseetion de ce plan avec 
la surface pyramidale ou prismatique. 
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1** BeuT phns de projeciion. 

i. Construire la section d'un cube par le plan mené par son centre 
perpendiculairement à une diagonale. 

2. Construire la section d'un cube parle plan contenant les milieux 
de trois arêtes qui n'aboutissent pas à un même sonunet. 

S. Un tétraèdre SABC, situé tout entier dans le premier dièdre, 
vepose pair Tune de ses faces ABC sur le plan hori2ontal ; le sommet 
S opposé à cette £ace se projette horizontalement au centre de gravité 
du triangle ABC et sa cote est supérieure à son éloignement . Con- 
struire les projections de la section de ce tétraèdre par le premier 
plan bissecteur. Etablir la ponctuation du solide opaque obtenu en 
enlevant la portion du tétraèdre donné comprise entre le sommet S 
et le premier bissecteur. 

4. Une pyramide régulière de sommet S a pour base dans le plan 
horizontal un hexagone régulier de centre O dont l'un des côtés est 
parallèle à la ligne de terre ; sa hauteur est le douWe du côté de cet 
hexagone. Construire la section faite dans cette pyramide par le plan 
qui passe par la ligne de terre et le point situé au tiers de SO à partir 
du point O. Déterminer la vraie grandeur de cette section. Etablir 
la ponctuation de la pyramide solide et opaque obtenue en enlevant 
de la première la portion comprise entre le pian horizontal et le plan 
séeattf. 

5. Dans un pï»n debout faisant un angle de 45* aveele plan hori- 
zontaF, on eons^rait vm triangle ABC; îe côté AB est horizontal et 
a pour longueur la''". sa cote est lo*", Téloigneuïent de son milieu 
est la*""; les côtés AC et BC ont pour longueur commune lÔ*"" et le 
sommet C est au-dessus de AB. Le triangle ABC est la base d'un 
tétraèdre dont le sommet S, qui a pour cote aô*", est situé sur la per- 
IKDdicaliaire élevée au plan du triangle ABC a<u centre du cercle 
circonscrit à ce triangle. Détermiraer la section de ce tétraèdre par le 
plan perpendiculahe en son milieu à la droite joignant les milieux 
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des arêtes SG et AB. Établir la ponctuation du tétraèdre solide com- 
pris entre le plan sécant et le plan de base . 

6. Dans un plan donné PaQ, on donne deux points A et G. Gon- 
struire les projections de la pyramide régulière SABGD, dont la base 
est le carré ABGD situé dans le plan PaQ et admettant pour diago- 
nale le segment AC, sachant que sa hauteur égale AG. Déterminer la 
section de celte pyramide par le plan perpendiculaire au milieu de 
Tarête SA. Vraie grandeur de la section. (BaccalauréaL) 

7. On donne dans le plan horizontal un rectangle ABGD tout en- 
tier situé en avant de xy et dont Tune des diagonales est per- 
pendiculaire à xy. Ce rectangle est la base d*un prisme dont les 
arêtes latérales sont des droites de front inclinées à 45** sur le plan 
horizontal et ont une longueur double de la diagonale du rectan- 
gle de base. Soient le milieu de la droite joignant les centres des 
deux bases et IJ une droite menée dans le plan horizontal parallèle- 
ment à celle des diagonales du rectangle ABGD qui est oblique à (cy. 
Déterminer les projections de la section faite dans ce prisme par le 
plan défini par le point et la droite IJ. Vraie grandeur de cette 
section. Établir la ponctuation de la portion du prisme solide com- 
prise entre le plan horizontal et le plan sécant. 

8. Dans un plan de bout faisant un angle de 6o® avec le plan hori- 
zontal, construire un carré ABGD dont les sommets opposés A et G 
ont pour cotes respectives 4*" et 6'"* et dont la diagonale AG a pour 
longueur lo*'". Figurer ensuite les projections du cube ABGDEFGH 
construit sur ce carré comme base et situé au-dessus du plan de bout 
donné. Déterminer la section de ce cube par le plan qui passe par les 
milieux des arêtes AE, BG, G H. Déterminer la vraie grandeur de 
cette section. Etablir la ponctuation de la portion du cube solide 
comprise entre le plan de bout donné et le plan sécant. (CharruiL) 

9. Gonstruire dans le plan horizontal un losange assez éloigné de 
xy, puis figurer les deux projections d'un prisme ayant ce losange 
pour base et dont les arêtes latérales ont leurs projections horizon- 
tales et verticales parallèles à une même direction. Gonstruire ensuite 
les deux projections d'une section droite de ce prisme. Vraie grandeur 
de cette section. Etablir la ponctuation du tronc de prisme solide 
compris entre cette section droite et le plan horizontal. 

10. Figurer les projections de quatre points quelconques. Bepré- 
senler le tétraèdre ayant pour sommets ces quatre points et déter- 
miner les points de rencontre de la surface de ce tétraèdre avec une 
l)Orizontale menée par le milieu de la droite joignant les milieux de 
deux arêtes opposées quelconques. 

11. Une pyramide quadrangulaire SABGD a pour base un quadri- 
latère ABGD situé dans le plan vertical de projection ; son sommet S 
est dans le plan horizontal. Déterminer les points de rencontre de la 
surface de cette pyramide : i° avec une verticale dont le pied est à 
l'intérieur de la projection du contour apparent horizontal ; a° avec 
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là perpendiculairxî abaissée sur la ligne de terre par le milieu de la 
droite SO joignant le sommet S au point de rencontre des diagonales 
du quadrilatère ABGD. 

12. Construire dans le plan horizontal un trapèze isocèle ABGD 
dont les bases sont parallèles à xy ; figurer ensuite les deux projec- 
tions d'un prisme de hauteur donnée dont l'une des bases est le 
trapèze ABGD et dont les arêtes latérales sont des droites de profil 
inclinées à 60* sur le plan horizontal. Gela fait, déterminer les points 
de rencontre de la surface de ce prisme : i* avec une droite de bout 
dont la trace verticale est à l'intérieur de la projection du contour 
apparent vertical du prisme ; 2^ avec une droite de front quelconque. 



2® Géométrie cotée. 



13. On donne dans le plan de comparaison un triangle équilatéral 
ABC, inscrit dans un cercle de locm de rayon. Ge triangle est la base 
d'un tétraèdre SABG dont le sommet S situé au-dessus du plan de 
comparaison se projette à l'intérieur du triangle ABG. La face SAB a 

pour pente —, la face SAG a pour pente -5- et la face SBG 

I o 



i" Construire la projection cotée du tétraèdre. 

a» On considère la parallèle à AB, de cote 3cm, qui rencontre la hau- 
teur issue du sommet S, et par cette droite on fait passer deux plans 

de pente -^. Représenter la portion du tétraèdre comprise entre ces 

deux plans et le plan de comparaison. 

14. On donne, dans une épure, les deux points a(i3), 6(0); lalon- 

5 

gueur ab = i3cm. Par AB, on mène les plans de pente -5-, puis 

par A le plan perpendculaire à AB, dont la trace horizontale coupe 
les traces horizontales des deux plans précédents aux points G et i). 
Représenter le tétraèdre ABGD, après en avoir enlevé la partie située 
•au-dessous du plan perpendiculaire au milieu de l'arête AG. 

15. Un tétraèdre SABG repose par sa base ABG sur un plan de 
pente i. Le côté A Best horizontal et a pour cote 12 cm ; le sommet S a 
pour cote 19c™. On donne les longueurs : AB = ôcm, AG = 7cm, 5, 
SA = SB==BG = 8cra. 

1° Construire la projection du tétraèdre en donnant à G une cote 
inférieure à celle de AB et en disposant l'épure de façon que le som- 
met S se projette à l'intérieur de abc. 

2° Construire la section du tétraèdre par le plan perpendiculaire au 
milieu de la hauteur du tétraèdre issue du sommet S. Représenter le 
tronc de pyramide ainsi obtenu. 
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16. Une pyramide régulière dont les aréifces latérales font ayec la 
Ixafie un angle de Qo° a pour Jbase un pentagone régulier de rayon 
7cm et situé dans le plan de comparaison. Le sommet S est au-dessus 
du plan de base. Par le point M, milieu de la hauteur SO du tétra- 

èdre, on mène une droite de pente -^ qui rencontre l*arête latérale 

SA en un poini P situé entre 6 et A. Par cette droite MP, on 

mène un plan de pente -^ et un plan de pente — t qu'oo 

choisit de façon que la vertical du sommet soit comprise entre les 
deux demi- plans dont les cotes Tont en décroissant à partir de MP. 

Représenler la portion de la pyramide comprise entre ces deux 
demi-plans et le plan de comparaison. 

17. Un parallélépipède droit a pour base un losange ABCD dont 
l'angle A est de 60°. Le point A est dans le plan de comparaison et l'on 
donne la projection c du sommet G, située sur l'épure à lacm du point 
A. Le losange est dans un plan de pente i, dont la direction des hori- 
Bontalcs fait un angle de So® avec la droite Ac . La cote de C est posi- 
tive. 

i"" Canstruii'e le parallélépipède, sachant que &9n arête latérale est 
égale à la longueur de la diagonale AG. 

2" Par le centre du parallélépipède, on mène les parallèles aux 
arêtes qui coupent les faces en 6 points qui sont les sommets d'un 
octaèdre. 

3" Représenter cet octaèdre supposé solide, en figurant sur sa sur- 
face la section faite par le plan perpendiculaire à la droite AO au 
point O. . 

(On tiwjv^ra àia a» du volume, d*iis lesqtwstiom proposéas anx con- 
cours d'admission à différentes Ecoles, des exercices variés sur les construc- 
tions et les sections planes des polyèdres). 



CHAPITRE Vn 
OMBRES 



30i, Lorsqu'on représente un corps par ses projections sur deux: 
plans» ou par sa projection horizontale cotée, pour en rendre le relief 
plus sensible» on le suppose éclairé par une source lumineuse et on 
figure sur l'épure les parties qui sont dans Tombre à l'aide de teintes 
spéciales. Le présent chapitre a pour but d'indiquer la détermi- 
nation des ombres dans les cas les plus simples. 

il. 

Ombre d'un point. 

305. Déflnltioi|s. — Soient S une source Ira mineù«e (^<7. 3 la) que 
nous supposons réduite k un point géométrique, et P an plan apaque 
qui joue le rèle diécran arnêtant les rayons lumineux . On appelle 

ombre portée par un point A sur le 
plan P le point a, trace de la demi- 
droite SA sur le plan P, à condition 
que a soit sur le prolongement de SA. 
Un point B situé par rapport au 
plan P dans la région opposée à 
celle qui contient S ne porte pas 
ombre sur le plan P, car ce plan 
étant supposé opaque arrête^ le 
rayon lumineux S^, qui n'atteint 
P{g, 333 pas alors le point B. 

Si l'on considère un point G tel 
que la demi-droite SG ne rencontre pas P, le point G ne porte pas- 
ombre sur P. 

Par suite, les seuls points qui portent ombre sur le plan P sont 
dans la région de Tespace comprise entre le plan P et le plan Q mené 
par S parallèlement à P. 




- Si l'on imagine qu'un point D se rapproche progres- 
lan Q. le rajon SD tend à devenir parallèle au plan P 
S s'éloigne de plus en plus dans ce plan. Si le point D 
ilan Q, son ombre n'existe plus ; on convient cepeii- 
l'cUe est l'cjctée à l'inGni dans le plan P, en considé- 
liculicr comme un cas limite du précédent. 
) au soleil. Ombre au (lambeau. — On suppose 
souvent la source lumineuse rqetée à 
l'infini dans une direction déterminée u 
[fig. 3a3) ; dans ce cas, les rayons lumi- 
neux, au lieu d'être concourants, sont 
parallèles à la direction A. C'est le cas 
des onibroa portées par les objets 
écluirés par le Soleil, lorsque leurs 
dimensions sont petites par rapport à 
celles de la Terre; ces ombres sont alors 
333 désignées sous le nom général A'ombrei 

ou toUU. par opposition avec les ombres 
■ne source lumineuse à distance finie, que l'on désigne 
\mbres au flambeau. 

e l'ombre au soleil, seuls les points situés par rapport 
même calé que la source lumineuse portent ombro 
ji sont situés de l'autre côté du plan P ne portent 

S". 

Ombre d'une figure. 

e portée sur un plan P par une figure F est la figure 

le plan P par les ombres des points dont se compose 

d'une droite. —Théorème.— L'ombre portée sur 
ine droite est ane droite. 

: Ombre aa flambeau. — Soit SB le rayon lumineux 
1 point quelconque B de la droite ay [fig, 334). Ce 
it au plan R déterminé par le point S et la droite ay 1 
plan p, qui est l'ombre du point B sur P, se trouve 
l'oi.le d'intersection A; des plans P et R. 
! remarquer que les demi-droites Aa; située au-dcs- 
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soiis de P, et Cy située au-dessus du plan Q mené par S parallè» 

D 





Fig. 324 Fig. 325 

lement au plan P, ne portent pas d*ombre. Seul le segment AG 
compris entre Jes pians P et Q donne une ombre qui est la demi^ 
droite indéfinie A^z. Lorsque B se rapproche de G, p s*éloigne à 
rinûni sur la demi-droite Az. 

Remarque. — Si le plan IV est parallèle au plan P, ce qui arrive 
lorsque xy est dans le plan Q, il n*y a plus d'ombre. Mais on convient 
de dire, pour ne pas faire de restriction à l'énoncé du théorème, que 
l'ombre est, dans ce cas, une droite rejelée à l'infini dans le plan V, 

Deuxième cas : Ombre au soleil, — Soit à déterminer l'ombre 
portée par la droite DD' sur le plan P, la source lumineuse étant 
supposée rejetée à l'infini dans la direction A (fig. 3a5). 

Le rayon lumineux Bô passant par un point quelconque B de la 
droite est tout entier dans le plan R mené par DD' parallèlement à la 
direction A. Sa trace p sur le plan P, c'est-à-dire l'ombre du point 
B, est donc sur la droite d'intersection Az des plans P et R. 

Il est aisé de voir que seuls les points de la demi-Hroite AD située 





« II 

Fig. 326 

au-dessus du plan P portent ombre sur le plan P. Cette ombre est la 
demi droite Ax. 
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Cas d'exception. — Dans le cas de l'ombre au flambeau, si la 
droite donnée D passe par S (fig. 826, I), et dans le cas de l'ombre 
au soleil, si cette droite est parallèle à la direction A des rayons 
lumineux (yZgr- 336, II), les ombres de tous ses points sont confondues 
au point ot, trace de la droite D sur le plan P. 

309. Ombre portée par un polygone. — Soit un polygone plan 

ABCD (^^.337)» que nous considére- 
rons comme une plaque opaque. On 
obtient l'ombre portée par ce poly- 
gone sur un plan P, en cberchant les 
ombres portées par ses sommets, puis 
en les joignant de manière à obtenir 
les ombres portées par les côtés. On 
détermine ainsi un polygone abed 
qui délimite l'ombre cherchée. 

La détermination de cette ombre 
revient, dans le cas de l'ombre au 
flambeau, à la recherche de la section de la pyramide SABCD pai 
le plan P ; dans le cas de l'ombre au soleil, les constructions revien- 
nent à déterminer la section, par le plan P, de la surface prismati- 
que de base ABCD dont les arêtes sont parallèles à la direction des 
rayons lumineux (fig. 3a8). 




Fig. 327 





Fig. 328 



Fig. 329 



Dans les épures, on indique les ombres portées, soit en les couvrant 
de hachures parallèles, comme dans les figures 327, ^28, soit de pré- 
férence en lavant les parties ombrées d'une teinte grise uniforme. 

310. Remarques. — I. Dans le cas de l'ombre au flambeau, si le 
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contour du polygone ABCD coupe en E et F te plan Q mené par S 
parallèlement au plan P {fig. Sag), la ligne brisée EDF ne donne pas 
d'ombre (3o8, r" Cas), et comme E et F ont leurs ombres rejetées à 
l'infini dans le p!an P, l'ombre portée s'étend à l'infini dans ce plan. 
ÂB et BC ont pour ombres respectives ah et 5c. L'ombre ae de AE 
et SE sont parallèles comme intersections des deux plans parallèles P 
etQ par le plan AES. Pour la même raison, cf et SF sont. parallèles. 
L'ombre portée, qu'on a couverte de hachures, estlimitée par le con- 
tour eabcfei s'étend à l'infini dans le plan. 

311- IL — ^ Jij^ plan R du polygone ABCD passe par le point S, 

l'ombre portée sur le plan P 
par ce polygone se réduit à 
tout ou partie de l'intersec- 
tion xy des plans P et R. 

L'ombre est un segment ac 
ée cette intersection ifig. 35o) 
lorsque le polygone est com- 
pris entre xy et la parallèle A 
kxy menée par S. 
pig 33Q Lorsque à coupe le poly- 

gone, l'ombre du polygone ,est 
uiae demi-droKc ca; .ou la droîte osy tout entière, suivant que le point 





Fig. 331 




Fig. 332 



S est extérieur [fig, 33i) ou intérieur (flg. 332) au polygone ABCD. 
Enfin il n;y a pas d'ombre si le polygone ne pénètre pas dans la 
région du plan R comprise entre J^ et xy. 
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»s de l'ombre au goleil, si le plan R du poly- 
gone ABCD esl parallèle à la direc- 
tion A des rayons lumineux, son 
ombre portée sur le plan D se 
réduit à un segment ac de l'in- 
tersection xy des plans P et R 
ijlg. 333). 

II". 

Ombre portée sur deux 
plans concourants. 

313. Il arrive souvent qu'on 

demande de trouver l'ombre 

poi'tée par un corps sur deux 

plans opaques concourants P 

e:iemple, le sol horizontal; l'autre Q est un 

al d'un mur qui se raccorde avec le sol sui- 

e 37 {fig. 334). 



point. — Considérons un point A situé dans 
le dièdre Pa^yQ et supposons 
les rayons lumineux parallè- 
les à la direction D (fig. 33i). 
Si le rayon lumineux qui 
passe par le point A rencon- 
tre d'abord le plan P en «, 
puis le plan Q en 1', le point 
A ne porte ombre que sur le 
plan P en «. 

Si l'on considère maintenant 
un point B tel que le rayon 
lumineux passant par ce 
point perce d'abord le plan Q 
en P', puis le plan P en ^, 
B ne porte ombre que sur 
le plan Q en p'. 
raie, un point porte ombre sur le premier 
ayon lumineux passant par ce point. 
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315. II. Ombre d'un segment de droite. — Le segment AB 
(fig. 334) porte ombre sur les deux plans, puisque A porte ombre sur 
P et B sur Q. On obtiendra Tombre de ce segment en cberchant 
les traces sur P et Q du plan aAB^' mei^é par AB parallèlement à 
la direction des rayons lumineux. Si ce plan coupe en y l'intersection 
xy des plans P et Q, l'ombre portée par AB est la ligne brisée a^p'. 

Remarque. — Dans le cas de Tombre au flambeau, on remplace le 
plan àAB^' par le plan défini par AB et la source lumineuse. 

316. Exemple. — Soit à trouver Vombre portée sur les deux plans 
de projection par le segment de droite (ab, a'b') (fig, 335). Les rayons 
lumineux sont parallèles à la droite (d, d), 

I* Cherchons l'ombre de {a, a') en menant par ce point la parallèle 

à (d, d) (3o6) qui ren- 
»/ contre le plan horizon- 

tal au point (a, a') avant 
de couper le plan verti- 
cal. L'ombre portée par 
(a, û') est au point a. 
ao Cherchons de mê- 
me Tombre du point 
(6, b'). Le rayon lumi- 
neux (bp, b'^') perce le 
plan vertical en (p, p')i 
avant de rencontrer le 
plan horizontal. L'om- 
bre portée par (5, b') 
est au point p'. 

3o Pour trouver la 
trace horizontale du 
plan (aa6, d'a'b'), déterminons la trace horizontale (c, c') de la droite 
(ab, a'b') de ce plan. La trace horizontale du plan s'obtient alors (ii4) 
en joignant les deux points c et «, traces de deux droites du plan. 
Cette trace ca coupe la ligne de terre en (y, y') ^t la trace verticale du 
plan est la droite y^' (ii3). 

On obtient ainsi en «yP' l'ombre cherchée. 




Fig. 335 



317. III. Ombre d'un polygone. — Soit à chercher Vombre du: 
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triangle ABC {fig, 336) sur las plans, P «^ Q lorsque les rayons &tjMî- 
neux sont parallèles à la direction D. 

M«noii0 par A« B, G le» parallèles à ï> et cfaerohâns. lears tracée? 




Fig. 336 

a, pr, Y sur le plan P. Si le plan Q n'existait pas, l'ombre du triangle 
sur P serait le triangle a^y» ïïiais le plan Q limite les ombres des 
côtés AC et BG aux segments aE et ^F ; l'ombre portée sur le plan 
P est donc limitée au cpiadrilatère aEFf; les rayons lumi&eux qpi 
ont leur trace horizontale sur Fy et Ey rencoatrenKleplan Q avant le 
plan P et, par suite, portent ombre sur Q et non sur P. On détermine 
alors le point y^ commun à Q et au rayon lumineux du point G, et en 
menant y'E et v'F, on a en y'EF Tombre portée sur le plan Q. 

318. Exemple. — On considère un quadrilatère a{a) 6(a) «(4) d(4) 
(Jîg. 337). Trouver Vombre qu'il porte sur le plan de comparaison et sur 
le talus formé par deux plans opaques V etQ qjii se coupent suivant la 
droite m(5) n(p), La direction A des rayons lumineux est e{2)y(o). 

Pour 1k*ouver Tomiave, on mène par a, b-, e, d les paraHèUès à A et 
on cherche leurs traces horizontales a(o), p((o), y(o), S(o), qu'on ob- 
tient ew portant sur teurs projections pavaU^ës- à» ef les: longueurs 
€ia =: dp rr ef et (T^ = d8 =r ase/. 

Si les plans P et Q n'étaient pas opaques, l'ombre- portée sur le 
plan de comparaison serait le quadtilatère «Py^ ; mais les^ pitos P et 
<3 limitent cette ombre à la région aeAi<p?. 

Le reste de l'ombre portée se tDOuive sur les plans* P et Q. Four 
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l'obtenir, on cherche l'intersection avec le plan P du plan a[ï) d(4) 
mené par AD parallèlement auï rayons lumineux; un premier point 
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de cette intersecUon est le point c(o) commun aui traces horizontales 
8!o) a(o) et A{o) n(o) des deux plans. On obtient un i* point i{i) an 
moyen des horizontales de cote 4 des pfans. de sorte que rinters»»:lien 
cherchée est £(o) M). L'ombre 3' de d{i) sur P est alors le point où 
cette intersection rencontre le rayon himlnenx issu de dli). On a 
ainsi en eS* la portion de Tombre de AD qnî se IrouTc sur le plsm P. 

On cherche ensuite l'intersection du plan P avec le plan mené par 
CD paiallèleuieut aux rayons lumineux. Un premier point de cette 
intersection est S', ombie de d|j)> et un deuxième point est le point j(o). 
commun aux traces horizontales des deun plans. oV, portion de la 
droite S'j, est alors l'ombre portée sur P par te côté c(4) d[i\. 

On cherche de même l'intersection avec le plan Q du plan mené 
gtut CD parallèlement aux rayons lumineux. Un premier point de 
cette InlersecLton est la point r, un deuxième point est le point k{o) 
commun aux traces horizontales Sy ^^ f^f ^^^ deux pians; en menant 
rh OB a eu f' l'ombre de C sur Q, et en.menanl y? on a l'ombre totale 
en oïS'rf'if p. 

L'ombre a été couverte de hachures parallèles aux horizontalea de 
P et Q dans chacun de ces plans et à a^ dans le plan de comparaison. 
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i IV. 

Ombre portée par un polyèdre 
et ombre propre sur le polyèdre. 

319. Pour obtenir l'ombre portée par un polyèdre sur un plan, il 
suffit de chercher les ombres portées par ses sommets ; on en déduit 
facilement les ombres portées par Tensemble des arêtes, puis des faces. 

Remarque. — La construction des ombres des sommets se simplifie 
dans le cas où Ton cherche Tombre portée par un prisme. 

I' Dans le cas de Tombre au flambeau, les ombres des arêtes laté- 
rales du prisme sur le plan P sont en effet (3o8, i^r Cas) les* intersec- 
tions du plan P avec les plans déterminés par le point lumineux & 
et chacune des arêtes latérales. Chacun de ces plans contient par 
suite la parallèle Sd menée par le point S à la direction des arêtes 
latérales. 

Les ombres des arêtes latérales sont donc sur des droites concou- 
rant au point <j, trace de Scr sur le plan P. 

2° Dans le cas de Tombre au soleil, les ombres dés arêtes latérales 
du prisme sont (So8, ae Cas) les intersections du plan P avec les plans 
menés par chacune de ces arêtes parallèlement à la direction A des 
rayons lumineux. Ces plans sont alors parallèles entre eux et leurs 
traces sur le plan P, c'est-à-dire les ombres des arêtes latérales du 
prisme, sont par suite des droites parallèles. 

On utilisera Tun ou l'autre de ces résultats pour la déterminatioa 
des ombres des arêtes latérales. 

320. On appelle ombre propre d'un polyèdre la partie de sa surface 

qui ne reçoit pas de rayons lumineux. 
Pour distinguer la partie de la surface 
qui est éclairée de celle qui est dans 
l'ombre propre, on considère un rayon 
lumineux SS' qui perce la surface du 
polyèdre en E et F (^g.338). Le point E 
qui est du côté de la source S est éclairé, 
il en est de même de tout point de la 
face ABD. Au contraire, le point F qui 

est du côté opposé à la source est dans l'ombre, il en est de même 
de tout point de la face BDC. 
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En déplaçant le rayon lumineux de façon qu'il rencontre toutes les 
faces, on arrive aiséinent à faire ia distinction entre les faces éclairées 
et celles qui sont dans l'ombre. 

321. Exemple I. — Ûéterminer l'ombre porlie sur le plan de com- 
paraison par le prisme triangulaire a(o) 5(4) e(a,3) dig) e(i3) /(m,3) 
{fig. 339) *( l'ombre propre sur sa surface. Les rayons lumineux sont 
issus dapoiiil s{uo). 

i" Ombre portée. — L'ombre du point a(o) est le point a Iui-niime> 
puisqu'il est dans le plan de comparaison. £n cherchant les traces 

5(101 

A . 



m^^ 



Fig. 339 

horizonlales des droites s(ïo) 6(i) et ï(ao) c(3, 3). à l'aide de leurs gra- 
duations, faciles h élablir, on obtient en ? et ■; les ombres des poinis 
b{i) et c(a,3,. 
Pour utiliser ia remarque du n' Sig, on mène par le point s{30) la 
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parallèle aux arêtes latérales du prisme, dont on cherche la trace 
horizontale a(o). Gomme les ombres des arêtes latérales passent 
(Sig, Rem.) par d, l'ombre de l'arête c(a,3)/(ii,3) est sur la droite 9y 
et par suite l'ombre ç du point /l[ii, 3) est à l'intersection des droi- 
tes (jy et sf. 

De même, l'intersection de cra et de sd donne l'ombre S du point d{g) 
et l'intersection de af et de se l'ombre s du point c(i3). 

Les ombres des faces ABC, DEF, ACFD, ABED. BGFE sont donc 
les triangles ou quadrilatères a^, 8eo, oyS?, a^zà, ^<^z, dont l'en- 
semble forme en Pyçôe l'ombre portée par le prisme. 

On a couvert cette ombre de hachures parallèles à 6cp, sauf la région 
voisine de ^ qui empiète sur le contour apparent du prisme. 

2° Onfihre propre. — Les rayons sp, Sy, So, S8, Se qui s'appuient 
sur le contour de l'ombre portée coupent la surface du prisme aux 
sommets B, C, F. D, E, qui sont par suite les seulà éclairés. Récipro- 
quement tout rayon s'appuyant sur le contour Py?^^ rencontre la 
surface du prisme en un seul point situé sur le contour BCFDE ; 
par suite, ce contour sépare sur le tétraèdre la partie éclairée de celle 
qui est dans l'ombre : c'est le contour de l'ombre propre. 

Pour faire la distinction entre ces deux parties, considérons le 
rayon s0 qui passe par le point commun aux droites eç et a8, ombres 
■des arêtes EF et AD. Ce point 6 est par suite fombre du point T' 
de EF projeté au point t\ commun à «/ et «0 ; il est aussi l'ombre du 
point T de AD, projeté au point t commun à ad et «6. Or T' est plus 
près de S que T, par suite le point T est éclairé, tandis que le 
point T ne reçoit pas de lumière. 

L'arête EF qui passe par le point éclairé T' est évidemment éclairée; 
au contraire l'arête AD, qui passe par le point T, est dans l'ombre. 
Les faces EFBC, EFD, dont toutes les arêtes sont éclairéies, sont donc 
éclairées tout entières. Les faces ABED, ABC, ACFD, dont les seules 
arêtes éclairées sont celles qui appartiennent au contour de l'ombre 
propre, sont dans l'ombre ; les deux premières sont d'ailleurs ca- 
chées, seule la face ACFD est vue et doit être recouverte de hachu- 
res. 

322. Ejçemple H. — On considère le tétraèdre de sommets (a, a'), 
{b, b')t (c, cf), (d, d){Jîg, Ho), Déterminer : i^ l'ombre qu'il porte sur les 
deux plans de projection supposés opaques ; a* Vombre propre sur sa 
surface. Les rayons lumineux sont parallèles à la droite (A, A'). 
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Ombre portée. — On cherche d'abord les ombres portées par les 
quatre sommets en menant par cbacun d'eui ta parallèle à la direc- 
tioD (A, A'). On oblienl ain»» les droites {ai, d^), (b% 1/^'). {<^, (//). 




(dS. d'S'), dont les traces horizontaîes ai^vYiS sont le» ombres portées 
des qioatre sommets da tétraèdre sar le plan boniofitat. 

Si le plan verticBl n'était pas opaque, l'ombre portée snr le plan 
horizontal serait limitée au triangle s^, à l'intérieur duquel se trouve 
le point S. 

Mais l'opacité du plan vertical limite cette ombre à la partie mtny 
située en avant du plan vertical. Le rayon lumineux issu de [b, b') 
rencontre le plan vcrUeiJ en (^].^(};par suite l'ombte portée par le 
tétraèdre sur le plan vertical est le triangfe mn^[. 

On a couvert l'ombre portée de hachures parallèles à xy. 

Ombre propre, — Les rayons lomineux qui s'appuient sur le 
contour du triangle apf rencontrent la surrace du tétraèdre en un 
seul point situé sur k contiiiur ABC ; par suite ce sontoui sépare, suc la 
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^urface du tétraèdre, la partie éclairée de celle qui est dans l'ombre. 

Pour faire la distinction entre ces deux parties, considérons 1^ 
'droite (dS, d'6') qui détermine Tombre portée par le point (d, d'). Elle 
coupe la surface du tétraèdre en un deuxième point qu'on obtient en 
considérant, par exemple, le plan auxiliaire passant par cette droite 
et le point (a, a'). Ce plan contient la droite (aa, a'a') puisqu'il est 
I)arallèle à la direction des rayons lumineux; sa trace borizoulale est 
^onc la droite «8 qui coupe fy ^^ point e, ombre du point E de 
l'arête (5c, b'c') projeté horizontalement en e. La section de la pyra- 
mide par le plan auxiliaire est projetée en ade. La droite dS coupe 
le contour de ce triangle en /, projection horizontale du deuxième 
point d'intersection de (dô, d'à') et du tétraèdre. Or, le point D est 
évidemment caché par le point F. 

Le sommet D se trouve par suite dans l'ombre propre et il en est 
de même des faces DBC, DCA, DBA. qui contiennent le point D. 

Seule la face ABC est éclairée. 

On a couvert de hachures l'ombre portée et les projections des faces 
qui sont dans l'ombre propre, lorsque ces faces sont vues dans la 
projection considérée. 
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i. Une droite de profil est définie par les projections de deux de 
ses points . 

1° Trouver son ombre portée sur les deux plans de projection, en 
prenant une direction arbitraire pour les rayons lumineux. 

a" Utiliser l'ombre obtenue pour trouver la projection verticale d'un 
point de la droite connaissant sa projection horizontale, et récipro- 
quement. En particulier, trouver les traces de la droite. 

2. Reprendre le problème précédent dans le cas de l'ombre au flam- 
beau. Le point lumineux est choisi arbitrairement. 

3 . On donne deux droites d'u^ même plan de profil définies res- 
pectivement par les projections de deux de leurs points. En cher- 
chant leur ombre sur le plan horizontal, trouver leur point de con- 
cours ou reconnaître si elles sont parallèles. 

A. On donne une droite de profil définie par deux points et un 
plan P quelconque. Trouver l'ombre portée par la droite sur le plan 
avec un point lumineux arbitraire ou une direction de rayons quel- 
conque. 

En déduire le point d'intersection de la droite et du plan. 



EXERCICES 293 

5. On donne une pyramide et un plan sécant P. 

10 Trouver l'ombre portée par la pyramide sur le plan horizoïilal, 
en supposant la direction des rayons lumineux parallèle au plan P. 

a» Utiliser cette ombre pour obtenir la section delà pyramide par 
le plan P. 

6. Reprendre le problème précédent avec un point lumineux pris 
dans le plan P. 

7. On donne un quadrilatère plan quelconque ABCD et un plan 
quelconque P. 

Déterminer un point lumineux tel que Tombre portée par le qua- 
drilatère sur le plan soit un trapèze. 

8. On donne un quadrilatère plan quelconque ABCD et un point 
lumineux S. Déterminer les plans sur lesquels l'ombre du quadrila- 
tère est : 10 un trapèze; a* un parallélogramme. 

9. On donne deux droites quelconques. Déterminer les directions 
de rayons lumineux qui leur donnent pour ombre sur le plan hori- 
zontal deux droites perpendiculaires. 

10. On donne trois points A, B, G par leurs projections cotées 
a(io), 6(5), c(a); l'angle abc est droit. Les trois points A, B, C sont 
trois sommets d'un parallélogramme qui est la section droite d'un 
prisme qu'on limite à cette section et au plan de comparaison. 

Construire les ombres propre et portée de ce prisme en le suppo- 
posant éclairé par des rayons parallèles, dont la direction est dé&nie 
par une droite de pente i partant de A, dont la projection est paral- 
lèle à la bissectrice de l'angle abc et dont la trace horizontale est du 
même côté de ab que le point c. 

11. La trace horizontale d'un plan dont la pente est ^B est une 
droite donnée xy. Dans ce plan, on construit un pentagone régulier 
de rayon 5cm dont le côté supérieur est horizontal et dont le centre 
a pour cote 8. Ce pentagone est la section droite d'un prisme que 
l'on limitera à cette section droite et au plan de comparaison. 

On construira ensuite l'ombre portée par ce tronc de prisme sur 
le plan horizontal de projection en le supposant éclairé par un point 
lumineux de cote i8 dont la projection est à ô'^"» en avant du plan P . 
et à ao"=°* de la projection du point O. 



NOTE I 
HISTORIQUE 



323. La création de la Géométrie descriptive est due à un savant 
français, Monge (i 746-1818), qui s'est illustré par de remarquable» 
travaux mathématiques. Ministre de la marine sous la Révolution, il 
fut Tun des premiers professeurs de l'Ecole Polytechnique et l'un des 
fondateurs de TËcole Normale supériaure. 

Avant Monge, on se serrait des projectioDs pour résoudre des ques- 
tions pratiques dans certains uris de construction, comme la Coupe 
des Pierres, la Perspective, la Charpente, la Fortification. Mais beau- 
coup de constructions étaient inexactes et empiriques. Monge aperçut 
ou créa les principes et les règles générales qui donnent la solution 
de ces questions et qui constituent leur fonds commun à peu près 
comme les règles de |r Arithmétique sont les outils communs à 
toutes les opérations de calcul. Cest Tensemble de ces principes 
qui constitue la Géométrie descriptive. L'application de ces prin- 
cipes simples et invariables substitua des constructions précises 
et rationnelles aux solutions incertaines et empiriques, et agrandit 
considérablement le domaine des applications. 

Outre l'intérêt capital qu'elle présente dans tous les arts de con- 
struction, la Géométrie descriptive est utile aux Mathématiques en 
général, car elle est une traduction graphique de la Géométrie géné- 
rale, elle nous familiarise avec les formes des corps, elle fortifie et 
développe notre puissance de conception. 

Nous extrayons de Téloge de Monge, lu par Arago à l'Académie de» 
Sciences le 11 mai i846, les passages suivants qui mettent en relief le 
mérite du créateur de la Géométrie descriptive. On y trouvera les 
plus intéressants détails : 

«... Indiquons le plus brièvement possible le but de la géométrie 
descriptive. 

« Une figure plane peut être représentée sur une surface plane sans 



aucune altération dans les proportions de ses parties. La représenta- 
tion est, dans ce cas, une sorte de miniature de la figure réeUe ; les 
lignes qui aont doubles, triples, décuples, etc. les unes des autres 
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dians l'objet sont également doubles, triples, décuples, etc. les unes 
des autres dans la représentation. 

(I 11 n'en est pas de même d'un corps à trois dimensions, d'un corps 
a;rant longueur, largeur et profondeur; sa représentation sur une 
surface plane est inévitablement altérée. Des lignes qui. sur le corps, 
sont égales entre elles, peuvent être extrêmement inhales dans ta 
représentation plane. Les angles formés dans l'espace par les arêtes ou 
par les diagonales du corps n'éprouvent pas de moindres altérations 
comparatives quand elles viennent à être figurées sur un plan... 

» Qui n'a vu dans de vastes chantiers une multitude de pierres de 
taille numérotées, de grandeurs et de formes variées P Cest l'image du 
chaos. Attendez 1 le poseur viendra prendre ces pierres une à une. il 
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les superposera dans l'espace, sans qu'elles dévient même de quelques 
millimètres de la place et delà forme que Timagination de rarchilecte 
leur avait assignées ; et des arcades à plein cintre naissent sous vos 
yeux, en affectant une régularité de contours presque mathématique ; 
et les nervures, les corniches, les dentelles en pierre de Téglise 
gothique se marieront entre elles avec une merveilleuse précision. 

« Les constructions en charpente ne sont pas moins remarquables. 
Les nombreuses pièces qui entrent dans la composition d'un grand 
comble avaient été taillées, façonnées chacune à part; l'ouvrier mon- 
teur n'a eu, pour ainsi dire, qu'à les présenter les unes aux autres, 
qu'à en faire un tout, comme Tébéniste compose de pièces rappor- 
tées la table d'un échiquier . • 

« Ces beaux, ces magnifiques problèmes n'auraient pas été solubles, 
si on n'avait eu pour guide que les représentations pittoresques des 
objets ; mais en substituant à ces images des dessins assujettis à cer- 
taines règles, toutes les relations de grandeur et de forme entre les 
différentes parties d'une construction quelconque s'obtiennent à 
l'aide d'opérations très simples. 

« Obéissant à une sorte de géométrie naturelle, poussés par la 
nécessité qui, souvent, produit les mêmes effets que le génie, d'anciens 
architectes firent usage, dans certains cas, de ces dessins spéciaux où 
le constructeur peut trouver, presque à vue, les dimensions et les 
formes des parties dans lesquelles il se voit obligé de décomposer un 
édifice projeté. Ces architectes seraient les inventeurs de la géométrie 
descriptive, s'ils avaient fonàé leurs épures sur des principes mathé- 
matiques, et généralisé la méthode; mais» loin de là, ils affectaient de 
considérer les préceptes qui leur servaient de règle comme le fruit 
d'une pratique aveugle. Aussi, dès qu'on les tirait des cas particuliers 
traités dans les plans de leurs portefeuilles, ils ne savaient plus mar- 
cher, même à tâtons . 

« A une époque gouvernée par l'empirisme, les chefs des diverses 
écoles ne pouvaient être du même avis relativement à la valeur 
des méthodes en usage. Il n'est pas rare de lire dans leurs traités : « Je 
parie lo, ao et même loo mille livres que mes procédés sont exacts ». 
Il faut avouer que jamais, à l'occasion de ces défis, on ne tomba d'ac- 
cord sur le choix des experts qui auraient eu à trancher le différend. 

« L'autorité intervint elle-même dans ces débats. Ainsi elle défendit 
à l'artiste Bosse d'adopter les méthodes de Desargues pour son cours de 
perspective de l'École royale de peinture. L'autorité fut mal inspirée; 
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nous savons aujourd'hui que les méthodes interdites étaient très 
exactes ;. mais aussi pourquoi vouloir régler Tart, la science par arrêt 
du parlement? Des décisions ridicules ont toujours été la conséquence 
de ces tentatives d'usurpation sur la liberté de la pensée humaine. 

« Des hommes de mérite. Desargues en tête, réussirent enfin à rat- 
tacher aux règles de la géométrie élémentaire la plupart des méthodes, 
des tracés en usage dans la coupe des pierres et des charpentes. 
Malheureusement leurs démonstrations étaient longues, embarras- 
sées; elles devaient toujours rester hors de la portée des simples 
ouvriers... 

« Monge débrouilla ce chaos. Il fit voir que les solutions graphiques 
de tous les problèmes de la géométrie à trois dimensions se fondaient 
sur un très petit nombre de principes qu'il expose avec une merveil- 
leuse clarté. Désormais aucune question, parmi les plus complexes, 
ne devait rester Tapanage exclusif des esprits d'élite ; avec des instru- 
ments bien définis et une méthode de recherches uniforme, la géo- 
métrie descriptive, dont Monge devint ainsi le créateur, pénétra 
jusque dans les rangs nombreux de la classe ouvrière malgré le peu 
d'instants qu'elle peut consacrer à l'étude. 

« Il faut bien se pénétrer de l'état où des hommes d'un grand 
talent avait laissé la stéréotomie (*) pour apprécier le haut mérite que 
Monge déploya dans l'accomplissement de son œuvre. En toutes 
choses, qu'il s'agisse d'une fable de La Fontaine ou du Traité de Géo^ 
métrie Descriptive de Monge, ce qui est réellement beau paraît simple 
€t semble avoir dû coûter peu d'efforts. Lagrange exprimait une 
pensée analogue, avec sa finesse habituelle, lorsqu'il disait en sortant 
d'une leçon de son ami : « Avant d'avoir entendu Monge, je ne savais 
pas que je savais la géométrie descriptive. » 

tt Les constructeurs de toutes les professions, les architectes, les 
mécaniciens, les tailleurs de pierre, les charpentiers, soustraits désor- 
mais à des principes routiniers, se rappelleront avec reconnaissance 
que s'ils savent, que s'ils parlent la langue de l'ingénieur, c'est Monge 
qui l'a créée, qui Ta rendue accessible à tout le monde, qui l'a fait 
pénétrer dans les plus modestes ateliers. » 

{*) Stéréotomie veut dire : coupe des solides. On désigne sous ce nom l'en- 
semble des constructions relatives aux problèmes dans lesquels il est ques- 
tion d'intersections de surfaces et leurs applications à la coupe des pierres et 
des bois de construction. 



NOTE II 

PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX 
PLANS BISSECTEURS 



324. Dans cette note se trouvent réunis des propriétés et pro- 
blêmes relatifs aux plans bissecteurs. Comme leur étude n^est pas 
indispensable, tout en étant utile, nous avons jugé bon de ne pas la 
placer dans l'exposition des résultats fondamentaux. 



1. 



Points des plans bisseoteors. 

325. Théorème. — Les projections (tan point du premier bîssee- 
tear sont équidis tantes de la ligne de terre. 

Les projections d'an point 
du deuxième bissecteur sont 
confondues. 

i» Points situés dans le 
premier plan bissecteur. — 
Les points J. K du premier 
plan bissecteur (fig. 34 1) 
étant contenus à Tintérieur 
du !•■* ou du 3« dièdre ont 
leurs projections de part et 
d*autre de la ligne de terre 
Pig 341 (87); de plus, ces points 

étant équidistants des deux 
plans de projection d'après une propriété bien connue du plan bis- 
secteur (Grévt, Géom. dans l'espace, 4oi), pour chacun d'eux la cote 
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égale réloî^«inenl; iears projeelions sonidmc équidUiani^ de sry. 
Tels sont les points ( j, J') du i*' dièdre et (fc, k') du 5» dièdre (/Sg. Sîla). 

ao Points situés dans le deuxième 
plan bissecteur, — Les points N, 
P du deuxième plan bissecteur 
étant contenus à i^mtér leur du a* 
ou du 4* dièdre {fy. U^) ont 



// 






y 




Vig. 3« 



Fig. 313 



nn 



leurs deux projectionB d'un même côté de la ligne de terre (87) ; 

de plus, les valeurs absolues de la 
cote et de réloignement de chacun 
d'eux sont égales, puisque ces points 

sont à égale distance des deux plans de 

•2^ projection ; il en résulte que leurs 
projections sont à la même distance de 
osy\ elles sont donc confondues. Tels sont 
les points (n, n') du ae dièdre et 



Pf 



(p, p') du 4* dièdre {fi^. M4). 



3i26. Les réciproques de ces deux propositions sont vraies. En efifet, 
si répure d'un point remplit l'une ou l'autre de ces conditions, la cote 
et réloignement du point*ont leurs valeurs absolues égales ; le point 
appartient donc à l'un des plans bissecteurs, en vertu d'une propriété 
connue. 

Bans le premier cas, où les projections sont équîdistantes de la 
ligne de terre, la cote et réloignement ont le même signe, le point 
se trouve (87) dans le premier ou le troisième dièdre, donc sur le pre- 
mier bissecteur. 

Dads le £eoond cas, leurs signes diffèrent et le point se trouve, 
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par suite, ' dans le deuxième ou le quatrième dièdre, donc sur le 
deuxième bissecteur. 



327. Problème. — Trouver les points de rencontre d'une droite 
avec les deux plans bissecteurs. 

Soient a6, a'b' les deux projections d'une droite ; le point de ren- 
contre de celte droite avec le deuxième plan bissecteur doit avoir ses 

projections confondues (325, 2"); c'est 
donc le pomt (m, m'){fig. 345) où 
se rencontrent les deux projections 
de la droite. 

Le point de rencontre de la droite 
avec le premier plan bissecteur doit 
avoir ses projections symétriques par 
rapport à la ligne de terre (325, i«). 
Pour l'obtenir (fig, 345), on con- 
struit la droite an symétrique de a'h' 
par rapport à la ligne de terre ; 
cette droite rencontre ab en n\ on 
rappelle ensuite n en n' sur a'b' : (n, n') est le point cherché. On 
peut également construire la droite pn' symétrique de ab par rapport 
à xy\ celte droite coupe a!b' en n\ qu'on rappelle ensuite en n sur ab, 

3â8. Droites des plans bissecteurs. — i<^ Droites du deuxième 
plan bissecteur. — Tout point d'une droite du second bissecteur ayant 
ses projections confondues (325, 2°), les deux projections ad, a'b' de 
la droite sont elles-mêmes confondues {fg. 346 et 347). Ses deux tracea 




Fig. 345 
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Fig. 346 



Fig. 347 



ht v' sont confondues au point où elle rencontre xy, à moins que la 
droite ne soit parallèle à la ligne de terre {fig, 347), auquel cas clic 
n'a ni trace horizontale, ni trace verticale. 

20 Droites du premier plan bissecteur. — Tout point d'une droite 
du premier bissecteur ayant ses projections symétriques par rapport 
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à la ligne de terre (3a5, i°), les deux projections ab, a'h' de la droite 
sont elles-piômes symétriques par rapport à xy (fig, 348 et 349). Ses 
traces h, v' sont confondues au point où elle rencontre xy, à moins 
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Fig. 349 



que la droite ne soit parallèle à la ligne de terre, auquel cas ah et a'h', 
tout en restant symétriques par rapport à xy, lui sont parallèles 
(fig, 349) : la droite n'a alors ni trace horizontale ni trace verticale. 
Les réciproques des cas précédents sont évidentes ; au surplus, nous, 
laissons au lecteur le soin de les démontrer. 



§ II. 
Droites parallèles aujc plans bissecteurs. 

329. Droites parallèles au deuxième plan bissecteur. -^ Soit 
{ah, a'6')une droite parallèle au deuxième plan bissecteur {fig, 35o); 
une telle droite est parallèle à une droite [cd, c'd!) du deuxième bissec- 
teur; or, les projections de (cd, c'd!) sont confondues (3 2 8), et comme 
elles sont respectivement parallèles à ah et a'h', il s'ensuit que ah et a'h' 
sont parallèles entre elles, 

330. Réciproquemekt, lorsque les deux projections ah, a'h' dune 

droite sont parallèles entre elles, la 
droite est parallèle au deuxième plan 
hissecteur ; car si Ton mène par un 
point (m, m^ de soy une parallèle à 
cette droite [Jig. 35o), les deux pro- 
jections cd et c'd' de cette parallèle 
sont confondues, ce qui montre 
qu'elle est contenue tout entière 

dans le deuxième bissecteur (328, i*>); donc la droite {ah, a'h'), paral- 




Fig. 350 
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lèle à une droile (crf. (fd!) dtr deuxième bissecteiir, est paratfâe à ce 
plan. 

Remarque. — Il y a exception pour les droites de profil. 

331. Droites p arall è le s au premier plan bissecteur. — Soit 

(a6, a'V] une droite parallèle aupre- 
^•^. ^ mierbissecteur(yqr. 55i);celtedroite 

est parallèle à une droite [cd, e'd!) du 
premier bissecteur; or, les projec- 

lions de (cd, dd') sont symétriques 

^ par rapport à asy (SaS), et comme elles 

aoMi respeclivemcsut pasaàièles à ah 

et a'b\ il s'ensuit que ah eta'6' soat 

égaiemeat inclîiiées s«r xy (mais en 

intEaÎEesV» «»*«• touteHûs se 

sur la ligne de terre. 




33S. RECIPROQUEMENT, loQledroîfe {ab^ a'b') dont les projcctkms sont 
è^tUment inclinées Sfur la ligne de terre dans des sens contraires sans 
la omper am même points est paraUèU mi premier plan bisseciearA car 
si r<Mi mène pw a» poinl (mjnO de jnr laai panHèle k cette droite 
yfig. ^i\ les deux projections ed, c\f de cette paraît^ sont symé- 
trlqaes par rapport à jry, oe qui BMmtie qpa*dle est oonioiue tout 
ctUière dans le pramàttr plan tMâsectou- 3»dK doncla daoite (oè. a'b^» 
paràllMe à une dreile (at» e^é) d» premier plaa lûsectear, est parai- 
lèleàceplaa. 



t m. 



"*'*^ 



'^'i^^ DctiilAs perpendicalalres an 
lx!$ drvVl^ )>^rpcaviïCxiUire& 4iu prHU)er p^aa tùssectear soaA des droi- 
te: d<» ïv:\<;l oâr <Cie$ sont pesrpcQiiml&ires à la figue de terre; 
v^ )^\i5i o.k* îvx-it yvAT/.», vc* axi vî^ïiY^I>ri">e pian iMsecteur, car les 
«àonv pÎAïïji bi:î5«v^U'^ixr5 $^nt p^^pciniîC"U^^A::t^ P r ga o ns alors sur une 
r.i^r.>c î^r|v^n»tjoi;k::^ à 4r^' 3o:î\ jvxnt? £,c\ Kb appartenant 
J»u jî^^NX^i i^kn b»ï5«v*-t<»ur ./^o, ^cî : la ir^:* £tb, al^'j est alors 
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une droite de profil du deuxième plan bissecteur, par suite une 
droite perpendiculaire au premier plan bissecteur. Il en résulte 
que toutes les droites perpendiculaires au premier plan bissecteur 

sont parallèles à la droite (a&, a'&') ; propo- 
sons-nous de mener celle qui passe par un 
point (m, m') choisi arbitrairement. Pour 
cela, il suffit de répéter les constructions 
faites pour mener par un point une parallèle 
à une droite de profil (io5) ; on trace am, 
o!rï\!^ et l'on mène ensuite hn parallèle à am, et 
b'a' parallèle à a'm' ; ces parallèles rencontrent 
la ligne de rappel du point (m, m!) aux 
points n et n^ et les deux points \m^w!\^ (n^n') 
déterminent la droite cherchée. 

Les deux parallélogrammes abnm, abn'm' 
montrent que les segments mn, mV, tous 
deux égaux au segment ab et de même sens 
que lui, sont eux-mêmes égaux et de. même 
sens, d'où la conclusion suivante .: Les projections mn, mV d'un seg^ 
ment MN porté sur une perpendiculaire au premier bissecteur sont des 
segments égaux et de même sens. 

334. Le résultat précédent permet de trouver aisément les traces 
de la droite (mn, mV) ; en effet, la trace verticale v\ par exemple, ayant 
pour projection horizontale le point « où la droite mn rencontre la 
ligne de terre, les segments ma. m'u' sont égaux et de même sens, et 
il suffit, par conséquent, de porter dans le même sens que ma une 
longueur mV = m« pour avoir le point v'. La trace horizontale h 
«'obtient de même en portant dans le même sens que m'a une lon- 
gueur mh = m'«. D'ailleurs, puisque le segment hv' de la droite a 
pour projections hi et av\ les segments ^a et olv' sont égaux et de 
même sens, ou encore : Les traces d'une perpendiculaire au premier 
bissecteur sont symétriques par rapport à la ligne de terre. 



Fig. 352 



338, Les deux propriétés que nous venons de déiftontrer relative- 
ment aux droites perpendiculaires au premier bissecteur comportent 
chacune une réciproque c - 

Lorsque les projections dun même segment MN d'une droite de profil 
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sont égales et de même sens, la droite est perpendiculaire au premier 
bissecteur. 

En eCTet, soient (m, m') et (n, n') les points qui déterminent la 
droite de profil (m/i, m'n') et supposons que les segments mn, m'n^ 
soient égaux et de môme sens {fig. 35a); par uii point quelconque 
(a, a') du deuxième plan bissecteur menons la parallèle à celte droite 
de profil; il suffit pour cela de porter sur la ligne de rappel du point 
(a, a) des segments ab, a'h' respectivement égaux aux segments mn, 
m'n' et de même sens (io5) : la^droite (ab, a'b') est la parallèle cherchée. 
Or, en vertu de l'hypothèse faite sur les segments mn, m'n', il est 
évident que les points b et b' coïncident, donc le point (6, b') est dans 
le deuxième plan bissecteur ; la droite (ab, a'b') est donc une droite 
de profil contenue dans le deuxième jlan bissecteur, puisqu'elle a 
deux points dans ce plan; il en résulte qu'elle est perpendiculaire au 
premier plan bissecteur et il en est de même de sa parallèle 
(mn, m'n') . 



336. La seconde réciproque : Toute droite dont les traces h,v' sont 
symétriques par rapport à la ligne de terre est perpendiculaire au pre- 
mier plan bissecteur, est un cas particulier de la première. En effet,, 
d'abord la droite est de profil, car ses deux projections sont dirigées 
suivant la môme perpendiculaire hv' à la ligne de terre ( fig. 35a), et, 
d'autre part, en désignant par a le point où cetle perpendiculaire 

rencontre xy, on voit que les deux projec- 
tions /la et av' du segment compris entre 
les traces de la droite sont des segments- 
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égaux et de même sens. 
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337. Droites perpendiculaires au 
deuxième plan bissecteur. — Les droites 
perpendiculaires au deuxième plan bissec- 
teur sont des droites de profil parallèles au 
premier plan bissecteur. Prenons alors sur 
une môme perpendiculaire à xy deux couples 
de points a, a' et b, b' tels que les points 
de chaque couple soient symétriques par 
rapport à la- ligne de terre (fig. 353) ; les 
points dont les projections sont [a, a') et (&,. b') sont deux points du 
premier plan bissecteur, et la droite (ab, a'b') est une droite de profil 



Fig. 353 
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contenue tout entière dans ce plan, elle est donc perpendiculaire 
au deuxième plan bissecteur. 11 en résulte que toutes les perpendi- 
culaires au deuxième plan bissecteur sont piarallèles à la droite 
(a6, a'b'ï; construispns celle qui passe par un point (m, m') arbitrai- 
revient donné. 

Pour cela, traçons am et aW et menons hn parallèle à am, b'nf 
parallèle à a'm' (io5) ; si l'on désigne par n et n' les points où ces 
parallèles rencontrent la ligne de rappel du point (m, m'), les points 
(m, m'), (n, a') définissent la droite cherchée. Par construction, les seg- 
ments ab et a'6' sont égaux et de sens contraires; les parallélo- 
grammes abmny a'b'm'n' montrent que les segments ab, mn sont égaux 
et de même sens, ainsi que les segments a'b\ m'n'\ il en résulte que 
les segments mn, m'n' sont égaux et de sens contraires, d*où la con- 
clusion suivante : 

Les projections mn, mfn' d'un segment MN porté sur une perpendicu- 
laire au deuxième plan bissecteur, sont des segments égaux et de sens 
contraires, 

338. Ce résultat permet, comme dans le cas précédent, de con- 
struire aisément les traces de la droite {mn, m'n') ; pour avoir la trace 
verticale v' on porte en sens contraire de ma, la longueur m'v' égale 
à ma, et pour avoir la trace horizontale h on porte en sens contraire 
de m'a la longueur mh = m'a. D'ailleurs le segment hv' de l'espace 
limité par les traces de la droite ayant pour projections /la et au', il 
en résulte que les segments /la et av' sont égaux et de sens contraires, 
ou bien encore que les segments ah et av' sont égaux et de même 
sens, ce qui exige nécessairement que les points h et v' coïncident. 
Donc : 

Les traces d'une perpendiculaire au deuxième plan bissecteur sont 
confondues» 

339. Ces deux propriétés des droites perpendiculaires au deuxième 
plan bissecteur donnent lieu aux deux réciproques suivantes : 

Lorsque les projections d'un segment MN d'une droite de profil sont 
des segments égaux et de sens contraires, la droite est perpendiculaire 
au deuxième plan bissecteur» 

En effet, soient (m, m'), (n, n') les points qui déterminent la droite 
de profil {mn, m'n'), et supposons les segments mn, m'n' égaux et de 
sens contraires ( fig. 353). Par un point quelconque (a, a') du premier 

Ghollbt bt >f inbur, 1 . 20 
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plan bissecteur, menons la parallèle à la droite de profil {mn, mW) ; 
pour cela, sur la ligne de rappel du point (a, a% portons les seg- 
ments ab et afl/ respectiyement égaux aux segments mn et m'nf, et de 
même sens : la droite de profil (ab, a'b') est la parallèle cherchée. Or, 
puisque mn et m'n' sont des segments égaux et de sens contraires, il 
en est de mfême des segments ab et a^V ; et comme a et a' sont symé- 
triques par rapport à la ligne de terre, b et W sont alors dans le 
même cas, par suite le point (6, b') est un point du premier plan 
bissecteur. La droite (a&, a'b') est donc une droite de profil contenue 
tout entière dans le premier plan bissecteur, puisqu'elle a deux points 
dans ce plan ; il en résulte qu'elle est perpendiculaire au deuxième 
plan bissecteur, et il en est de même de sa parallèle {mn, m'n'). 

340. La deuxième réciproque : ^i une droite a ses deux traces h, v' 
confondues, elle est perpendiculaire au deuxième plan bissecteur, est 
une conséquence de la première. 

En effet, soit a le point où la ligne de rappel du point h (ou v') 
rencontre xy (fig. 353) ; les deux projections de la droite étant diri- 
gées suivant la même perpendiculaire hd (ou v't) à la ligne de terre, 
cette droite est de profil. D'autre part, il est évident que les projec- 
tions ht, oLv' du segment limité par les traces de la droite sont égaux 
et de sens contraires.. 

iiv. 

Plans perpendiculaires aux plans bissecteurs. 



341. Plans perpendiculaires au premier plan bissecteur. — 

Les traces de tout plan perpendica- 
laire au premier plan bissecteur sont 
symétriques par rapport à la ligne de 
terre. 

En effet, figurons une perpendi- 
culaire (ab, a'b') au premier plan 
bissecteur (fig. 354) ; c'est une droite 
de profil dont les traces a et b' sont 
symétriques par rapport à xy (334). 

Fiff 354 

** Tout plan PaQ passant parla droite 

(ab, a'b') est lui-même perpendiculaire au premier plan bissecteur ; 
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ses traces aP et aQ passent respectivement par a et 6', elles sont 
donc symétriques par rapport à œy. 

Réciproquement, tout plan dont les traces sont symétriques par rap- 
port à la ligne de terre est perpendiculaire au premier plan bissecteur. 

• 

En effet, soit PaQ (Jig, 354) un plan dont les traces sont symétri- 
ques pat rapport à xy ; traçons dans ce plan une droite de profil 
quelconque (ah, a'b') ; ses traces a et h' sont respectivenient situées 
sur les traces du plan, et comme celles-ci sont, par hypothèse, symé- 
triques par rapport à xy, il en est de même des points a et 5'; la 
droite (a6, a'h') est donc perpendiculaire au premier plan bissecteur 
(336), et le plan PaQ qui la contient est aussi perpendiculaire au pre- 
mier plan bissecteur. 

342. Plans perpendiculaires an deuxième plan bissecteur. — 

Les traces de tout plan perpendiculaire au deuxième plan bissecteur sont 
confondues . 

En effet, figurons une perpendiculaire (a&« aV) au deusiièmé plan 

bissecteur {fîg, 355) ; c'est une droite de profil dont les traces a et 6' 

sont confondues (338). Tout plan PaQ passant par la droite {ab, a'6') 

est lui-même perpendiculaire au 

l!^^ ft deuxième plan bissecteur ; ses 

traces aP et aQ, joignant un 

même point a de la ligne de 

terre à deux points confondus a 

y^ et b\ sont donc confondues. 

P 

-y. g_j. Réciproquement, tout plan dont 

les traces sont confondues ast per- 
pendiculaire au deuxième plan bissecteur. 

En effet, soit PaQ un plan dont les traces sont confondues (Jlg, 355); 
traçons dans ce plan une droite de profil quelconque (a6, a'6'). Ses 
traces a et b' sont respectivement situées sur les traces du plan, et 
comme celles-ci sont confondues par hypothèse, les points a et 6'^ 
sont eux-mêmes confondus; la droite (ab, a'5') est donc perpendicu- 
laire au deuxième plan bissecteur (34o) et le plan PaQ qui la con- 
tient est aussi perpendiculaire au deuxième plan bissecteur. 
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Plans parallèles aux plans bisseotenrs. 

« 

343. Plans parallèles au deuxième plan bissecteur. ^ 

Les traces de tout plan parallèle au deuxième plan bissecteur sont pa- 
Q û rallèles et symétriques par rapport à la ligne de 

terre. 

En effet, un tel plan étant à la fois parai- 

77 lèle à la ligne de terre et perpendiculaire ad 

premier plan bissecteur, ses traces Pa et QP 

"^ 57 ifiQ' 356) sont, d'une part, parallèles à xy 

(ii3) et, d'autre part, symétriques par rap- 
port à xy (34 1). 



Fig. 356 ' 

La réciproque est vraie ; elle se démontre comme au n« 34'i . 



3i4. Pions parallèles au premier plan bissecteur. — Les tra- 
ces d*un plan parallèle au premier plan bissecteur sont confondues 
suivant une parqllèle à la ligne de terre, 

Q g_ En effet, un tel plan étant à la fois 

F * parallèle à la ligne de terre et perpendi- 

culaire au deuxième plan bissecteur, ses 
^ "p" traces Pa et Q^ (fig, 357) sont, d'une part, 

parallèles à xr (ii3) et, d'autre part, con- 

Fig. 357 '^ ^ \ / F 

fondues (34a). 
La réciproque se démontre comme au iv 34a. 



Vi. 



Intersections de plans. 

345. Problème. — Trouver l*interseciion dun plan avec l'un des 
plans bissecteurs, 

!• L'un des plans est le deuxième plan bissecteur. — Si l'autre plan 
est défini par deux droites (oa, o'a') et (cb, o'b') (fig, 358), il suffit 
de chercher les points (m, m') et (n, n') où ces deux droites coupent 
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respectivement le deuxième plan bissecteur (3a7). La droite {mn, mW) 
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Fig. 358 Fig. 359 

est l'intersection du plan donné avec le deuxième plan bissecteur. 

Si le deuxième plan PaQ est défini par ses traces et rencontre xy 
au point a \fig, SSg), ce point appartient à rintcrsection cherchée, et 

il suffit d'en trouver un se- 
3' û cond point. Pour» cela, on 

construit une droite quelcon- 
que (a6; a'h') du plan PaQ et 
Ton détermine le point (m, m') 
— où elle rencontre le deuxième 

y 

plan bissecteur (327V ; la 
droite d'intersection du plan 
PaQ avec le deuxième plan 
bissecteur est alors (am, am'). 

Fig. 360 Enfin, si le deuxième plan 

parallèle à xy est défini par 
809 traces Pa et Q.3 {fig, 36o), il est évident que l'intersection cherchée 
est elle-même parallèle à xy\ on cherche alors comme précédemment 
le point (m, m') où une droite quelconque (a6, a'b') du plan donné 
perce le deuxième plan bissecteur (3a7)>et la droite demandée est la 
parallèle (mn, m'n!) à xy . 

a» Uan des plans est le premier plan bissecteur, — Supposons d'a- 
bord l'autre plan défini par deux droites- (oa, o'a') et (06, o'b') 
(fig. 36i) ; on cherche alors les points où ces droites rencontrent 
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le premier plan bissecteur (3a7). Praticpieinent, on marque les 

points c et d où les 
projections vertica- 
les des droites don- 
nées rencontrent xy 
et Ton construit le 
symétrique Oi du 
point o' par rapport 
à xy. Les droites oiC 
et Oid rencontrent 
respectivement les 
projections horizon- 
tales oa et ob des 
droites données en 
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des points m et n, qu'on rappelle verticalement en m' et n' sur o'a 
et o'b'. Les points (m, m') et (n, n!) sont les points de rencontre des 
droites définissant le plan donné avec le premier plan bissecteur, et 
par suite la droite (m/i, mVj est Tintersection de ces deux plans. 

La droite obtenue doit être parallèle à xy on la rencontrer, car xy 
est également dans le premier plan bissecteur. 

Si le deuxième plan PaQ est défini par ses traces et rencontre xy 
au point a {fifj. 362), ce point est un premier point de l'intersection 
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Cherchée, de sorte qu'il suffit d'en trouver un second point ; pour 
cela, on construit une droite quelconque (ab, a'6') du plan PaQ, et 
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l'on détermine le point (m, m'| où elle rencontre le premier plan bis- 
secteur (327); la droite d'intersection du plan PaQ avec le premier 

I 

plan bissecteur est alors (am, oLm') . 

Enfin, si le deuxième plan donné parallèle à xy est défini par ses 
traces Pa et Qp» (fig. 363), l'intersection cherchée est elle-même paral- 
lèle k œy; on clierche alors, comme plus haut, le point {m^m') où 
une droite quelconque (aby a'h') du plan (Pa, Qp) perce le premier 
plan bissecteur, et par ce point on mène la parallèle (mn, m'n!) à xy : 
c'est la droite demandée. 



346. Intepsectlon de deux plans. — L'intersection d'un plan 
quelconque avec les plans bissecteurs, et en particulier avec le second, 
ne nécessitant que des constructions simples, on emploie quelquefois 
les plans bissecteurs comme plans auxiliaires pour obtenir l'intersec- 
tion de deux plans quelconques. 

347.. Premier exemple. — Reprenons le problème du n° i5o : 
Déterminer Vinter section de deux plans définis chacun par deux droites 

concourant au même 
point. 

Soient (oa, o'a') et 
(o6, o'h') les droites 
définissant le pre- 
mier plan, {oc y oV)et 
(od, o'd') les droites 
définissant le second 
{flg. 364). Ces quatre 
droites percent res- 
pectivement le deu- 
xième plan bissec- 
teur aux points 
(a, a'), (p, P'). (T. i) 
et (8, 8'); donc les 
plans donnés coupent "feux-mèmes le deuxième plan bissecteur suivant 
les droites (a^, a'p') et (yô, y'S'), lesquelles se rencontrent au point 
(m, m') ; ce point appartient à l'ûitersection cherchée, et comme 
(o,o') en est un autre point, cette intersection est la droite [om, o'm'). 
L'Eure à laquelle conduit ce raisonnement ne contient que deux 
droites auxiliaires, tandis que l'épure de la figure 1S2, qui résout le 
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même problème, en contient huit. 

Malheureusement, dans un grand nombre de cas, l'utilisation du 
second plan bissecteur comme plan auxiliaire donne lieu à des 
constructions sortant des limites de Tépure. 

348. Deuxiôme exemple. — Trouver Vinlerseelion de deux plans 
définis ckacan par deux droites eoncoaranles. 
Le premier plan est défini par les deux droites [oa, oV), (06, o'&') 
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(fig. 365), le deuxième par les droites (wc. <i)V), {tad, w'cf). 

Prenons d'abord comme plan auxiliaire le deuxième plan bissec- 
teur qui coupe chacun des plans suivant les droites (c/*, c'/') et 
{gh, g'h')\ ces droites ont en commun le point (m, m'), premier 
point de l'intersection des deux plans. 

Prenons maintenant comme nouveau plan auxiliaire le plan de 
bout projetant la droite (06, o'6'), plan qui a pour trace verticale o'b'. 
Il coupe le premier plan suivant la droite (06, o'b^) et le deuxième 
suivant la droite [pk, p'I^)^ si Ton considère ce plan comme défini par 
les deux droites (cDcf, co'd') et {gh, g'h'). Les droites ob et kp se coupent 
en /i, qui se rappelle en n' sur o'b'. 

L'intersection est la droite [mn, m'n'), 

349. Bemarque. — La construction précédente n'exige que le 
tracé de deux droites pour la détermination du point (m, m') et de 
trois droites pour celle du point (n,n') ; soit en tout cinq droites à 
tracer, alors que l'épure du n° 1^9 en exige huit» 
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EXERCICES 

i. Figurer les échelles de pente des deux plans bissecteurs. 

2. Mener par un point donné : 

!• le plan parallèle au premier plan bissecteur ; 
2* le plan parallèle au deuxième plan bissecteur. 

3. Mener par une droite donnée : 

1° le plan perpendiculaire au premier plan bissecteur; 
a" le plan perpendiculaire au deuxième plan bissecteur. 

4. Déterminer les points communs à une droite de profil donnée et 
aux deux plans bissecteurs. 

5. Mener par un point donné : 

I* une parallèle au premier plan bissecteur rencontrant une droite 
de profil donnée ; 

a* une parallèle au deuxième plan bissecteur rencontrant une 
droite de profil donnée. 

6. Déterminer les angles d'une droite donnée avec les deux plans 
bissecteurs. 

7. Déterminer les angles d'un plan donné avec les deux plans bis- 
secteurs. 

8. Déterminer les distances d'un point donné aux deux plans bis- 
secteurs. 

9. Reconnaître si une droite de profil est parallèle à l'un des plans 
bissecteurs. 

10. Trouver l'intersection d'une droite avec un plan perpendiculaire 
au deuxième plan bissecteur. 

11. Trouver les projections du symétrique d'un point donné par 
rapport aux deux plans bissecteurs. En déduire le résultat relatif 
aux projections de deux figures symétriques par rapporta l'un de ces 
plans. 

12. Trouver les traces d'un plan défini par deux droites, dont les 
projections de noms contraires sont confondues (expliquer le résultat/. 

13. Trouver l'intersection de deux plans dont les traces de noms 
contraires coïncident (expliquer le résultat). 

14. Trouver l'intersection de deux plans définis par des droites 
concourantes, sachant que les projections des droites qui définissent 
l'un de ces plans coïncident avec les projections de noms contraires 
des droites qui définissent l'autre (expliquer le résultat) . 

15. Étant donnée une droite D dont les deux projections sont 
confondues, mener par cette droite un plan P ayant ses traces con- 
fondues. Déterminer la droite D de telle sorte que Tangle que 
forment ses projections avecles traces du plan, ait une valeur donnée. 



NOTE III 

PROBLÈHflS SUR LES DROITES DE PROnL 

ET LES PLANS PARALLÈLES A LA 

LIGNE DE TERRE 



350. Nous avons déjà dit (249) que les méthodes générales indiquées 
pour résoudre les problèmes relatifs à la droite et au plan sont sou- 
vent en défaut, lorsque la droite est de profil ou le plan parallèle à 
la ligne de terre. 

On a fait rentrer ces cas particuliers dans les méthodes générales 
par le changement du plan vertical (n" 349, a5o et suivants). 

L'objet de la présente Note est de résoudre ces problèmes sans faire 
de changement de plan. On peut la considérer comme présentant une 
suite d'applications des résultats fondamentaux. 

351. Problème. — Sur une droite de profil définie par les projec- 
tions de deux de ses points {a,a^, {b,b'), on donne la projection horizon- 
tale c d^un troisième point ; trouver la projection verticale de ce point 
{fig. 366). 

Si Ton désigne par A et B les points de l'espace dont les projections 
sont respectivement {a,a') et (6,6') et par G le point de la droite de 
profil AB dont la projection horizontale est c, en désignant sa pro- 
jection verticale par c', les segments AG, BG portés par la droite 
AB sont proportionnels à leurs projections de même nom (7) et 

l'on a 

AC <^ _ o!d 

BG" "" de ~ W 

Le problème revient donc encore à déterminer le point d qui 

ac 
divise le segment a'h' dans le rapport connu -r— . ce point c' étant 

à l'intérieur ou à l'extérieur du segment a'h' suivant que c est lui- 
même intérieur ou extérieur au segment ah. 
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Cette construction peut se réaliser ifig» 366) en menant par 

a et 6 deux droites quel- 
conques parallèles entre elles 
qui coupent en a et ^ deux 
autres parallèles menées par 
a' et b'. 

Par c, on mène ensuite la 
parallèle cy à ax, qui coupe a^ 
en Y, et par y la parallèle à aa', 
qui coupe a'fr' au point cher- 
ché c'. L'application répétée 
du théorème de Thaïes donne 
en effet 
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Remarque. — Une con- 
struction analogue permet : 
Fig. 366 1° connaissant c', de trou- 

ver c; 
2° d'obtenir les traces horizontale h ou verticale v' de la droite, 
car on connaît a priori une des deux projections de ces points : h' ou v. 
Nous laissons au lecteur le soin de résoudre ce dernier problème. 



352. Problème. — Trouver les traces d'une droite de profil définie 

par deux points (a, a'), 
(6, 6'/. 

La solution est basée 
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sur ce que les traces de 
toute droite d'un plan 
sont des points situés 
sur les traces de même 
nom du plan. Soient 
(ah, a' h') la droite de 
profil donnée et (o, o') 
un point quelconque 
de l'espace {fig. 867) ; 
les deux droites 



(ofl, oV), (o&, o'b') déterminent un plan qui contient la droite de pro- 
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fil ; construisons, comme nous l'avons expliqué, les traces ce et df de 
ce plan (ii4) et soient h et v' les poinls où ces traces rencontrent la 
droite abcdb'; h et v' sont respectivement la trace horizontale et la 
trace verticale de la droite de profil. 

■ 

Remarque. — La méthode précédente est applicable à la recherche 
des traces d'une droite quelconque, mais elle ne préserîf.e réellement 
d'avantage que dans le cas où la droite est de profil. 

353. Problème. — Reconnaître si une droite de profil rencontre une 
autre droite quelconque. 

Soient une droite de profil {ab, a'b') déterminée par les projections 

de deux de ses points (a, a') et 
(6, b') et une deuxième droite quel- 
conque (cd^ c'd') [fig. 368). Les pro- 
jections de m^me nom de ces deux 
droites se coupent bien en deux 
points 0, o' situés sur une même li - 
gne de rappel, mais le point (o, o') 
. qui appartient à la droite (cd, c'd') 
n'appartient pas nécessairement à la 
droite de profil. Pour vérifier que 
les droites données se rencontrent, 
on procède comme au n° io4 : 
on choisit deux points quelconques 
(m, m')y (n, n') sur la droite {cd, c'd'X 
et l'on mène les droites (am, a'm')^ 
(6n, b'n') ; ces droites doivent être ou parallèles 'ou concourantes 
(io4, Rem.K c'est-à-dire que leurs projections de même nom doi- 
vent être parallèles ou se couper en deux points î, V situés sur une 
même ligne de rappel. 

Remarque. — Pour vérifier si le point (o, o') appartient à la droite 
de profil, on peut également vérifier si la proportion 




oa 



oa' 



ob ~ Ob' 
est satisfaite (35 1), les points o et o' divisant, bien entendu, de la 
même manière les segments ab et a'b' ; mais les constructions néces- 
sitées par cette vérification ne sont pas plus simples que celles de la 
figure 368. 
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3Si. Problème. — Reconnaître si deux droites de profil appartenant 
à des plans de profil différents sont parallèles. 

Soient (a, a'), {b, b') les points qui définissent la première droite de 
profil, (c, c'), (d, d) les points qui définissent la seconde {fig, 869 et 
370). Si ces droites sont parallèles, les droites (oc, aV), (bd, b'd!) 
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Fig. 370 
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doivent être ou parallèles ou concourantes (io4, Rem.); par suite, , 
leurs projections de même nom doivent être parallèles (fig. 369) ou se 
couper en deux points et 0* situés sur une même ligne de rappel 

{fig- 370) . 

355. Problème. — Reconnaître si deux droites de profil situées 
dans un même plan de profil sont parallèles. 

Soient quatre points (a, a'), (b, b'), 
(c,c'), (d, d) dont les projections sont sur 
une même ligne de rappel (fig. 371); 
pour reconnaître si les deux droites de 
profil (ai), a'b'), (cd, c'd') sont paral- 
lèles, menons par un point quelconque 
(m, m') la parallèle (mn, m'n') à la pre- 
mière (io5) ; si les deux droites données 
sont parallèles, il en est de même des 
droites (cd, c'd'), (mn^ m'n'), et récipro- 
quement, de sorte qu'on est ramené à 
vérifier le parallélisme de deux droites 
* de profil non situées dans un même 

plan de profil : pour cela on construit, 
par exemple, les droites {en, &n'), (dm, d'm') et l'on vérifie que 
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leurs projections de même nom se coupent en deux points o et o' 
situés sur une même ligne de rappel (354). 

Remarque. — Si les droites de profil sont parallèles, les segments 
de l'espace AB, CD sont parallèles, et, puisque leurs projections sur 
un même plan sont proportionnelles (7), on a 

AB __ Qb _ a'b' 
CD "■ cd "" c'd'' 

Il est du reste évident, ii cause des égalités ab = mn, a'b' = m'n\ 

ab a'b' 
que la vérification de la proportion —-r- = --;-«- revient à vérifier 

que les points et 0' sont sur une même ligne de rappel. 

356. Théorème. — Pour que deux plans parallèles à la ligne de terre 
soient parallèles entre eux, il faut et il suffit que les distances de la 
ligne de terre aux traces du premier soient proportionnelles aux distan- 
ces de la ligne de terre au traces de même nom de Vautre, 

La démonstration de ce théorème est une application du problème 
résolu au no 354. 

En efifet, soient Px et Q^ les traces de l'un des plans, Pi«i et Qipi 
les traces de Tautre {fig, 37a). Menons au point b (ou a') de la ligne 
de terre la perpendiculaire à cette droite et soient a, 6', ai, b'i les 

points où elle rencontre respec- 

£ L 



Ql 



5 ^ 



tivement les traces des deux 
^' o plans. La droite de profil définie 

par les deux points (a, a') et (6, b') 
appartient au plan (Pa, Q^), car 
les traces a et b' sont situées sur 

r -• les traces de ce plan ; de même, 

la droite de profil définie par les 

^ points (ai, a') et {b, b'i) appartient 

___^_____ au plan (Pi ai, Qi^i). 

P ^ * Si les plans sont parallèles, ces 

Fig. 372 deux droites de profil étant les 

droites suivant lesquelles ils sont 
coupés par un même plan de profil sont elles-mêmes parallèles, etTor 

a (7) 

AB _ ab__ a!b^ 
AiBi "". Uib "■ a% * 
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Réciproquement t celte relation est une condition suffisante pour le 
parallélisme des deux plans, car si elle est yérifiée, les droites de 




Fig. 373 

profil {ah, a'h')y (ai 6, a'hi) sont parallèles, d'après la réciproque du 
théorème de Thaïes appliquée aux deux triangles Aa'B et Aia'Bi ; et 
comme les deux plans sont parallèles à deux droites de directions 
différentes, la ligne de terre et la droite (a&, a'&'), ils sont parallèles. 

357. Problème. — Trouver V intersection d'un plan et d'une droite 
de profil. 

10 Le plan est défini par deux droites concourante^. — Soit à trou- 
ver le point de rencontre de la droite de profil (a6, a'h') avec le plan 
défini par les droites {oc, o'd) et {od, o'd') {fig. 378). Ce plan est 
coupé par le plan de profil contenant la droite («6, a'b') suivant la 
droite de profil (cd, dd'). 

Pour déterminer le point commun à ces deux droites, nous pren- 
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drons comme plan auxiliaire le plan défifii par le point (o, o') et la 
droite de profil donnée, plan qui est déterminé encore par les droites 
{9a, o'a') et (06, o'b'), et nous chercherons la droite d'intersection de 
ce plan et du plan donné (i^q). Prenons un plan auxiliaire horizon- 
tal H'^ qui coupe les deux plans suivant les horizontales (a^, a'^'; et 
(c8, c^B'); ces horizontales se rencontrent au point (p, p'), qui appar- 
tient à l'intersection des deux plans, de sorte que cette intersection 
est la droite {op, o'p'); elle rencontre la droite de profil (ab, a'h') au 
point (m, m'), qui est le point dlntersection de cette droite avec le 
plan donné. 

Remarque I. — Le raisonnement que nous venons de faire et l'épure 
de la figure 878 résolvent le problème traité au n* 253 : Trouver le 
point (m, m') commun à deux droites (ab, a'b'), {cd, c'd') situées dans 
un même plan de profil^ sans qu'il soit nécessaire de faire un change- 
ment de plan vertical. Lorsque le problème est posé de cette façon, 
le point (0, 0') est alors un point choisi arbitrairement dans l'espace. 

Remarque U. — On pourrait, au lieu de prendre un plan auxi- 
liaire horizontal H', prendre aussi bien un plan vertical, de bout, 
ou de front . 

358. i^ Le plan contient la ligne de terre, — Soit à trouver le 
point de rencontre de la droite de profil {ab, a'b') avec le plan 
défini par la droite xy et le point (0, 0') (fig, 874). Nous pren- 
drons encore comme plan auxiliaire le plan des deux droites 

(oa,o'a')et(o6,o'6'). 
qui contient le point 

(0, 0') et la droite de 

profil donnée, et 

nous chercherons 

\ son intersection avec 

— le plan donné ; le 

point (0, o') en est 

un premier point, 

de sorte qu'il suffit 

d'en chercher un 

second point. Pour 

cela, nous aurons 

recours au deuxième 
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plan bissecteur, qui coupe le plan donné suivant xy, et le plan 
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auxiliaire choisi suivant la droite (a^, a'g.') (345, i»), laquelle rencon- 
tre à son tour xy au point p, deuxième point cherché. 
La droite d'intersection du plan donné avec le plan auxiliaire 
Q ^' É_ défini plus haut est donc 

(op, o'p), elle rencontre la 
droite de profil {ab, a'b') au 
point (m, m') ; c'est le point 
d'intersection de cette droile 
avec le plan donné. 

P__ 359. Problème. — A bais- 
^ ser d'un point donné une per- 
pendiculaire sur un plan pa- 
rallèle à la ligne de terre. 

Soit à mener par le point 
V {m,m') la perpendiculaire au 

plan défini par ses traces Pa 
et Q[à parallèles à xy ifig.^'jb). 
La méthode générale suivie au no 171 n'est pas appUcable dans ce 
cas particulier, car la perpendiculaire cherchée est une droite de 
profil. On peut alors déterminer cette perpendiculaire en la consi- 
dérant comme l'intersection de deux plans passant par le point 
(m, m') et perpendiculaires au plan donné, par exemple le plan 
de profil mm' et le plan mené par (m. m') perpendiculairement à une 
droite quelconque (ab, a'b') du plan (Pa, Qp) ; or, on peut construire 
immédiatement l'horizontale (m/i, m'h') de ce deuxième plan [mh est 
perpendiculaire sur ab), puis, en prenant un point quelconque (a,n') 
sur cette horizontale, construire une droite de front {nj,n'f) de ce 
même plan {n'f est perpendiculaire sur a'b') ; ces deux droites ren- 
contrent respectivement le plan de profil mm' aux points (m, m') 
et (p, p'), de sorte que la perpendiculaire cherchée est {mp,m'p'). 

360. Problème. — Mener par un point donné un pUm perpendicu- 
laire sur une droite de profil donnée. 

Soit à mener par le point {m^m') le plan perpendiculaire à la droile 
de profil (ab, a'b') (fig. 876) ; le plan cherché est le lieu des perpendi- 
culaires à la droite de profil menées par le point (m^m') ; pour le 
définir, il suffit donc de déterminer deux de ces perpendiculaires. 

ChOLLBT et MlNKUR, 1. 21 
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NOTE III 
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On peut prendre, par exemple, la parallèle {mn, m'n') à xy 

menée par le point (m,m'), 

^ — A.-- -^ ' puis la perpendiculaire 

' --^-^ : £_ élevée en ce même point 

au plan qu'il détermine 
avec la droite de profil 
donnée, plan qui est encore 
défini par les droites 
{ma, m'a'), (m6, m'b') \ on 
construit d'abord une hori- 
zontale {ac, aV) et une 
droite de front (cd, dd!) de 
ce plan, et en menant mp 
perpendiculaire à oc, m'p' 
perpendiculaire à c'dt on 
a les projections de la 
perpendiculaire cherchée. 
Le plan demandé est défini 
par les droites (mn, m'tf) 

et {mp, m'p') ; en déterminant les traces e et f de la droite (mp, m'p') 

et en menant par ces points les parallèles Pa et Qp à ary, on a les 

traces de ce plan. 
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INSTITUT AGRONOMIQUE 

On donne un tétraèdre ABGD reposant par sa base ABO sur le plan 
horizontal de projection. Les longueurs de ses arêtes, exprimées en 
centimètres, sont les suivantes : 

AB = AG = i4, BG = AD = 12, BD = GD = i3. 

I» On demande de construire, au moyen d'une première épure, 
les angles plans des dièdres qui ont pour arêtes respectives BG et 
AD. (On indiquera chacun de ces angles au moyen d'un arc de cercle 
de a centimètres de rayon, décrit de son sommet comme centre et 
compris entre ses côtés). 

2° Après avoir reporté sur une seconde épure les données et les 
résultats de la première qu'il y a lieu d'utiliser, on construit le point 
E, symétrique du sommet A par rapport au plan de la face BGD, et 
on fixe invariablement au tétraèdre ABGD un nouveau tétraèdre ayant 
pour sommet le point E et pour base la face BGD du premier. On 
coupe ensuite le solide ABGDE ainsi obtenu par un plan horizontal 
mené à une hauteur de o"*,o3 au-dessus du plan horizontal de pro- 
jection ; on en retranche la partie située au-dessus du plan sécant, et 
on demande de représenter en projection horizontale la partie con- 
servée du solide ABGDE. (1889, 1" session.) 

On donne un carré ABGD dont le côfeé a o™,o8 de longueur, dont 
le sommet A repose sur un plan horizontal de projection et dont les 
deux sommets B et D, voisins du sommet A, sont à o™,o3 au-dessus 
de ce plan horizontal. 

i*» Représenter, en projection horizontale, le cube construit sur le 
carré ABGD et au dessus du plan de ce carré. 

2® Représenter la section du cube ainsi défini par un plan horizon- 
tal mené à o™,o5 au-dessus du plan horizontal de projection. 

3* Trouver en vraie grandeur les angles que font respectivement 
avec le plan horizontal de projection la face ABGD et l'une quel- 
conque des deux autres faces de l'angle solide qui ont leur sommet 
en A, (1889, 2* session.) 
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!• Construire dans le plan horizontal un triangle équilatéral ABC 
dont le côté AB, perpendiculaire à la ligne de terre, a pour longueur 

on», 10. 

a® Construire le prisme qui a pour base ABC et dont l'arête AD 
satisfait aux conditions suivantes : l'arête AD est au-dessus du plan 
horizontal et égale à o«',i5 ; elle fait avec AB un angle de 3o° et la 
face DAB fait avec la face ABC un dièdre AB égal à 60°. 

30 Mener par D la section droite DEF de ce prisme. Au tracé à 
Tencre on figurera le tronc de prisme ABCDEF, en distinguant le» 
parties vues des parties cachées. (1892.) 



Une pyramide pentagonale régulière SABCDE repose par sa base^ 
ABCDE sur Iç plan horizontal. Le diamètre du cercle circonscrit à la 
base a pour longueur o"»,o6. L'arête latérale a pour longueur la dia- 
gonale AD. 

1° Déterminer cette pyramide et trouver la perpendiculaire com- 
mune PQ au côté AB et à l'arête SD. 

a* Trouver sur la surface de la pyramide le lieu des points égale- 
ment distants des pieds P et Q de la perpendiculaire commune. 

Nota, — Au tracé à l'encre, on repréBentera la projection horizontale de la 
surface opaque de la pyramide, avec le tracé du lieu géométrique, puis la 
tige PQ, prolongée d'une longueur égaie à PQ de part et d'autre des points 
P et Q. (1893.) 

Construire les projections d'un cube dont une diagonale est verti- 
cale, le sommet le plus bas étant dans le plan horizontal. On donne 
les projections a et a' de l'extrémité d'une des arêtes issues du som- 
met situé dans le plan horizontal. La ligne de terre étant tracée paral- 
lèlement aux plus petits côtés de la feuille de papier et à égale dis- 
tance de ces côtés, la ligne de rappel aaa' est à o'^joa du centre de la 
feuille, la cote aa' est égale àon^,o4^ l'éloignement aa à o°',o3 ; enfin, la 
projection horizontale de l'arête considérée rencontre la ligne de terre 
à droite de a et fait avec elle un angle de 75*. En outre, la diagonale 
verticale est à gauche du sommet (a, a!). (1895.) 



On trace dans le plan horizontal un carré abcd vers la gauche de la 
feuille et au-dessous de xy\ ab z= 5°"; le centre du carré est à une 
distance oe de xy égale à lo*"; oa fait 60° avec xy à gauche de oe. Dé- 
terminer, sur la verticale de o, deux points S et Si tels que les 
triangles ayant ces points pour sommets et les côtés du carré pour 
bases soient équilatéraux; déterminer aussi les intersections mutuelles 
des plans Sad, Sbc, Sicd, Sia6 et représenter le solide formé par cea 
quatre plans. 

Faire la même chose pour les plans Sad, Scd, Siod et Si 6c après 
avoir fait préalablement subir au solide Sa6cdSi une translation paral- 
lèle à xy, de gauche à droite et de la"". (1897.) 
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On donne un plan P passant par xy [ocy est le petit axe de la 
feuille) et faisant avec la partie antérieure du plan horizontal et au- 
dessus de ce plan un angle de 3o°. 

Dans ce plan est situé un pentagone régulier ABGDË dont le rayon 
du cercle circonscrit est 4'". A est à une distance de xy égale à i6®~; 
c'est le point le plus en avant du pentagone et il se projette sur le 
grand axe de la feuille. 

Ce pentagone est la base d'une pyramide située au-dessus du plan 
P, dont la hauteur est la*" et dont le sommet se projette horizonta- 
lement en un point s situé à 8<"" à droite du grand axe et à 3*°* en 
avant du petit axe. 

Représenter par deux projections (parties vues et cachées) le volume 
de la pyramide compris entre le plan P et le plan bissecteur du 
dièdre aigu que fait le plan P avec le plan vertical. (1898.) 



La ligne de terre est le petit axe de la feuille. 

Un cube dont l'arête a 8""* a l'un de ses sommets A dans le plan 
horizontal, sur le grand axe de la feuille et à io°°* en avant du plan 
vertical. La diagonale de ce cube issue de A est verticale et dirigée 
vers le haut, Tune des arêtes issue de A est située dans le plan de 
profil de ce point et dirigée en arrière. Représenter ce cube par ses 
deux projections, ainsi que sa section par le plan qui passe par 
son centre et la ligne de terre. Donner aussi le rabattement de cette 
section sur le plan horizontal. On iera la distinction des parties vues 
et des parties cachées. (1899.) 



La ligne de terre xy est le petit axe de la feuille, x étant à gauche. 
Dans le plan horizontal se trouve un triangle rectangle isocèle a^y, 
dont le sommet a est sur le grand axe de la feuille, à lo''"* en avant 
de ooy, et dont la base PT coïncide avec œy , p étant à gauche. La droite 
«p est la trace horizontale d'un plan P dont la partie supérieure 
fait un angle de 3o* avec la partie du plan horizontal qui 
contient y. 

Dans le plan P se trouve un octogone régulier de 5''°» de rayon, 
dont le centre se projette horizontalement au point milieu de ày ; 
de plus, Tune des diagonales qui passe par deux sommets opposés de 
cet octogone est horizontale . Cet octogone est la base d'une pyra- 
mide régulière située au-dessus du plan P ayant io*'°* de hauteur. 

Représenter cette pyramide par ses deux projections. 

On fera la distinction des parties vues et cachées en supposant la 
pyramide pleine et opaque. (1900.) 



La ligne de terre xy est le petit axe de la feuille; zoz' en est le grand 
axe {z au-dessous de ayy) et o le centre. 
On porte oA = oB = lo""* sur xy et oG = lo*"* sur oz. AG est la 
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trace horizontale d'un plan P dont la partie supérieure fait 6o« avec 
le demi-plan horizontal qui contient le point o ; c'est aussi la trace 
horizontale de deux plans P' et P" dont les parties supérieures font 
avec le même demi-plan horizontal des angles respectivement égaux 
à 45» et 75'. 

Le point du plan P qui se projette horizontalement au milieu de 
BC est le centre d*un carré situé dans le plan P et avant une diago- 
nale horizontale égale à lo*""*. Ce carré est la base commune de deux 
pyramides régulières ayant chacune 5*" de hauteur. 

Représenter la partie solide de Toctaèdre ainsi formé qui est com- 
prise entre les plans 9' et P". (1901.) 



La ligne de terre xy est le petit axe de la feuille. 

Un point O situé dans le plan horizontal, sur le grand axe de la 
feuille, à 8*" en avant du plan vertical, est le centre d'un carré de 
lo*"* de côté, dont les sommets consécutifs sont A, B, G, D ; AB est 
parallèle à xy, est dirigé de la gauche vers la droite et est le côté le 
plus en avant du carré. Ce carré est la base d'un cube situé au-dessus 
du plan horizontal et dont les arêtes sont A A', BB\ CC, DD'. On fait 
tourner le cube autour de la diagonale A'C de la base supérieure 
d'un angle de 45° ; le sens de celle rotation est de la droite vers la 
gauche pour un observateur couché le long de A'C, les pieds en C» 
la tête en A'. 

Représenter le cube dans sa nouvelle position ; faire la distinction 
des parties vues et cachées en supposant les plans de projection 
transparents. (1902.) 

La ligne de terre xy est le petit axe de la feuille. 

Un tétraèdre régulier SABG a sa base ABC située dans le plan bis- 
secteur du premier dièdre et est placé au-dessus de ce plan. Le 
triangle ABC a 8*=" de côté, le côté BG est parallèle k xy; le sommet 
A est en avant et se projette sur le grand axe de la feuille ; la vraie 
distance de A à a^ est de ia'=". Sur les faces SAB et SAC comme bases, 
et en dehors du tétraèdre, on construit deux prismes droits dont la 
hauteur est égale à celle du tétraèdre. 

On demande de représenter par ses deux projections le solide formé 
par la réunion du tétraèdre et des deux prismes, ainsi que la section 
faite dans ce solide par le plan horizontal qui en contient le sommet 
le plus à droite. (1904.) 

ÉCOLE NAVALE 

On donne un hexagone régulier de côté égal à 3"" ; le centre et le 
milieu de Fun des côtés sont dans la partie antérieure du plan hori- 
zontal ; le centre est à S*"™ de la ligne de terre ; le plan de Thexagone 
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fait un angle de Sg» avec le plan horizontal et la trace horizontale 
fait un angle de 53° avec la ligne de terre. 

Cet hexagone est la base d'une pyramide régulière dont la hauteur 
est de i5*=" et dont le sommet est dans le second dièdre. 

Trouver les projections de la pyramide et celles delà section faite 
par le plan bissecteur du premier dièdre. (1B81 .) 



On donne un point H dans le plan horizontal à o",o4 de la ligne 
de terre, et un point V dans le plan vertical, éloigné de la ligne de 
terre de o"*,o6 ; on donne la longueur de la droite HV de l'espace, 
longueur qui est de o'",i07. Mener par cette droite un plan faisant un 
angle de 5o<* avec le plan bissecteur du premier dièdre. (1882.) 



On a un point A situé dans le second dièdre, distant de o",o4 du 
plan horizontal et de o",o3 du plan vertical. Mener par ce point une 
droite faisant avec le plan horizontal un angle de 35° et avec le plan 
vertical un angle de 41**. Parmi les droites qui satisfont au. problème, 
considérer seulement celle qui a sa trace verticale la plus éloignée 
du plan horizontal et située sur la gauche du plan de profil con- 
tenant A. Déterminer la plus courte distance de cette droite et de la 
ligne de terre. -(1883.) 

* 

Tracer les projections d'un tétraèdre SABC satisfaisant aux condi- 
tions suivantes. On donne les projections (a, a') de A (aa = o'",o4o , 
a'oL = o"",o6o). Le plan prolongé de la base ABC fait un angle de 4©*^ 
avec la partie postérieure du plan horizontal et passe par un poin 
donné o) de œy (aw = o",iio). Le sommet B est dans le plan hori- 
zontal, à l'intersection de la perpendiculaire abaissée de A sur la 
trace horizontale du plan prolongé de ABC. L'arête SG est perpen- 
diculaire au plan de la base ABC et son prolongement coupe xy en 
un point donné y (ay = o",o4o.) La longueur de l'are le SG est 
égale à 0^,070 et S est supposé au-dessus du plan de la base. 

(1884.) 

On donne un plan de bout P faisant un angle de 45° avec le plan 
horizontal de projection. Sa trace verticale coupe xy en un point a à 
3*="^ à droite du centre de la feuille ; la portion de cette trace qui est 
au-dessus du plan horizontal de projection va de droite à gauche à^ 
partir de a. 

Dans ce plan se trouve l'une des faces ABGD d'un cube ABGDEFGH. 
Le sommet A est celui des sommets de la face ABGD qui a la plus 
grande cote ; sa cote est e**"*, son éloignement est 5*"». Le sommet B- 
est celui des sommets B et D qui a le plus grand éloignement; la: 
longueur de AB est de 5^^" et la droite AB fait avec le plan hori-^ 
zontal un angle de 3o\ Le cube est situé au-dessus du plan P. 
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On prend un point M sur la droite qui joint les centres des faces 
ABCD et EFGH, entre ces deux faces à 4*" du plan P. Construire la 
section du cube par le plan qui passe par M et qui est parallèle à a^y 
et à AB. 

Représenter la partie solide du cube comprise entre le plan sécant 
et le plan P ; xy passe par le centre de la feuille et est parallèle à ses 
petits côtés. (1901.) 

xy est parallèle aux petits côtés de la feuille et à i7**» du bord in- 
férieur. 

On donne dans le plan de profil du centre de la feuille un point S 
de cote o et d'éloignement -h 7*", et aussi un point H de cote 
-h 8*=" et d*éloignement -f- 1 1*'"*. 

I® Mener par S, perpendiculairement à SH, une droite dont la pro- 
jection horizontale fait'.l'angle de & avec xy et rencontre xy à 
gauche de «', puis placer sur la droite obtenue le point A d'éloigne- 
ment 4- a'"». 

a' SA est une arête d'un tétraèdre SABG dont Farête BG passe 
par H et est perpendiculaire à SH et à SA. L'arête AB est de profil 
et l'arête SG est de front. 

Couper ce tétraèdre par le plan mené par le milieu de SH, parallè- 
lement à xy, également incliné sur les deux plans de projection et 
coupant le plan vertical de projection au-dessus de osy. 

Représenter celle des deux parties solides du tétraèdre déterminées 
par le plan sécant à laquelle appartient le sommet A. (4902.) 



Tracer xy à i5*'" du bord inférieur de la feuille parallèlement à ses 
petits côtés. Le sommet S d'une pyramide régulière à base carrée 
ABGD a pour côté a*"*, pour éloignement 6*" et sa ligne de rappel 
est à o~,o45 à gauche de la feuille. Le point G a pour éloignement 
8'°*, pour cote 8*="*, et sa ligne de rappel esta o",o45 à droite du centre 
de la feuille. L'arête SA est verticale et dirigée vers le haut et Féloi- 
gnement de B est supérieur à celui de D. 

Construire la section de la pyramide par le plan mené par D per- 
pendiculairement à SB et représenter la partie solide de la pyramide 
comprise entre la base ABGD et le plan sécant. (1903.) 



ËGOLE SPÉCIALE MILITAIRE DE SAINT-GTR 



Dans la pyramide quadrangulaire SABGD dont le sommet est en S, 
on donne SA = SB = SD = 88»", AB = 79-», AD = 58"», 
angle DAB == 900, angle ADG = 111°, angle ABC = 690. 

On demande de construire les projections du solide en plaçant à 
.jvolonté la.base ABGD sur le plan horizontal. 
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On déterminera ensuite : 

1° l*angle des faces SAB, ABCD et celui des faces SBC. SGD ; ces 
angles seront mesurés à l'aide du rapporteur ; 

a» les projections et la vraie grandeur de la section faite dans le 
solide par le plan bissecteur de Tangle dièdre dont AB est Tarête. 

(1863.) 



Dans un tronc de pyramide régulière à b^se hexagonale, le côté de 
la grande base est égal à 5©"*", chaque arc le latérale a 65"°, et les 
angles que font les arêtes latérales avec les côtés adjacents de la 
grande base valent chacun 80° ; déterminer les projections du tronc 
en Tappuyant par la grande base sur le plan horizontal. Ce tronc 
étant supposé réduit à sa surface et la partie supérieure étant enlevée, 
on déterminera les parties visibles de la surface intérieure du tronc, 
en supposant l'œil placé à une hauteur de 71°»™ au-dessus du plan 
horizontal sur la verticale menée par l'un des sommets de la grande 
basé. (1864.) 

Trouver les projections de l'intersection d'une pyramide régulière 
pentagonale dont la base est sur le plan horizontal avec une perpen- 
diculaire au plan vertical. Le côté du pentagone de base est égal à 
o°,o7 ; l'un des côtés est situé sur une parallèle à la ligne de terre 
menée à une distance de o",3o. La hauteur de la pyramide est o",!. 
Le plan sécant fait un angle de 3o° avec le plan horizontal et est à 
une distance de o",o5 du sommet de la pyramide. 

Après avoir déterminé les projections de l'intersection, on cher- 
chera l'angle de deux faces de la pyramide. (1865.) 



Un prisme droit a pour base un hexagone régulier ABCDËF dont 
le côté vaut om,o34. Sur les arêtes latérales qui partent des som- 
mets A, B, C de la base, on prend des longueurs AG = o"»»o68, 
.BH = o^,o53, CI = on^joaô. Par les trois points G, H, ï on fait 
passer un plan P qui détermine le tronc de prisme compris entre ce 
plan et la base ABCDEF, et Ton demande de construire les projec- 
tions horizontale et verticale de ce tronc en posant la base sur le 
plan horizontal de manière que le côté AB soit perpendiculaire à la 
ligne de terre. (1866.) 

Un tétraèdre régulier S ABC, dont les arêtes ont pour valeur com- 
mune 58°°, repose par sa base ABC sur le plan horizontal, de ma- 
nière que l'arête AB soit parallèle à la ligne de terre et le sommet G 
en avant de AB. Sur chacune des faces latérales SAB, SAC, SBC, 
comme base, on construit un prisme droit dont la hauteur est égale 
à l'arête du tétraèdre. On obtient ainsi un polyèdre P, composé de 
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rensemble do tétraèdre et des trois prismes, et l'on demainde de 
construire : 

I* les deux projections de ce polyèdre P; 

30 la section du polyèdre P par un plan horizontal mené par le 
centre de gravité du tétraèdre. (i 867 . 



I* Un prisme droit a pour base un hexagone r^ulier. Le côté de la 
base égale 3i*"*, et la hauteur du prisme est quintuple du côté de la 
base. Une face latérale coïncide avec le plan horizontal de projection, 
les arêtes latérales faisant avec la l!gne de terre un angle de 3o3. On 
demande de construire les projections horizontale et verticale de ce 
prisme, 

2* Soit O le point milieu de celle des deux arêtes latérales supé- 
rieures qui est le plus en avant du plan vertical de projection ; on 
considère les points situés sur les arèt^ latérales et qui sont à la même 
distance du point O, distance égale au double du côté de la base ; 
on joint chacun de ces points au point voisin situé sur l'arête sui- 
vante; on obtient ainsi une ligne polygonale tracée sur la surface du 
prisme. On demande de construire les projections de cette ligne. 

(1869.) 

Une pyramide régulière dont le sommet est S a pour base l'hexa- 
gone régulier ABCDEF. Chaque arête latérale vaut 137"*"* et chaque 
côté de la base 53'""'. La Ikce latérale SAB est appliquée sur le plan 
horizontal de projection dételle sorte que AB est perpendiculaire à la 
ligne de terre et le point A pluB près de cette ligne que le point B. 
Ceci posé, on demande de construire : 

i« les projections de celte pyramide; 

30 les projections d'une seconde pyramide régulière de même base 
que la première et dont les arêtes latérales sont les a/3 de celles de 
la première, le sommet de cette seconde pyramide étant placé au delà 
de la base commune par rapport au sommet S ; 

3<> les projections et la vraie grandeur de la section faite dans l'en- 
semble des deux pyramides par un plan vertical mené par le point B 
et le point situé aux a/3 de l'arête SA à partir du point S. (1870.) 

Une pyramide triangulaire SABG a sa base ABC appliquée sur la 
partie antérieure du plan horizontal. L'arête AB est parallèle à la 
ligne de terre et le sommet C en avant de l'arête AB . On donne en 
millimètres AB = ACi=ii6, BG = 147, SA = SB = SG = io4. 

Cela posé, on demande de construire : 

I» les projections de la pyramide ; 

2^ les projections de la section faite par un plan perpendiculaire à 
Tarête SA mené par le point de cette arête situé au quart de sa lon- 
gueur, à partir du sommet S ; 

3^ les projections des points situés sur Tarête SA d'où l'on voit 
Tarôtc BC sous un angle droit. (1872.) 
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Une pyramide régulière a pour sommet le point S et pour base 
l'hexagone régulier ABCDEF. La face SAB est appliquée sur le plan 
horizontal de manière que le côté AB soit perpendiculaire à la ligne 
de terre. On donné AB = 45"» et SA est le double de AB. Ceci posé, 
on demande de construire les projections de la pyramide. (1873.) 



On donne un plan PaQ dont les traces font avec la ligne de terre 
des angles Pax = 45*, Qax = 36* (le point a étant situé à droite et 
à 100"" du point m, milieu delà ligne de terre). 

On donne en outre un point S situé dans le plan PaQ, à 42"" en 
avant du pla» vertical de projection et à 45"" au-dessus du plan 
horizontal. Ce point est le sommet d'un tétraèdre S ABC qui s'ap- 
puie par sa base ABC sur le plan horizontal de projection. L'angle 
solide S est trirectangle ; le plan de la face SAB du tétraèdre est pa- 
rallèle à la ligne de terre et la face BSG est située dans le plan PaQ. 
Gela posé, on demande : 

i<> de construire les projections du tétraèdre ; 

30 de prendre les points et I, milieux des arêtes opposées AG et 
SB et de tirer la droite 01 ; 

3<> de mener par cette droite 01 un plan faisant un angle de 33° 
avec l'arête SB ; 

4** de construire les projections de la section faite dans le tétraèdre 
par ce plan. (1878.) 



On donne : i<> un plan PaQ dont les traces font avec la ligne de 
terre des angles Pay =:: 45<*, Qay = 36" ; a» un point S situé dans ce 
plan à 42""' en avant du plan vertical de projectioii et à 54™" au- 
dessus du plan horizontal. Geci posé, on demande : 

1° de construire les projections d'une pyramide triangulaire SABG 
ayant pour sommet le point S et s'appuyant sur le plan horizontal 
par sa base ABG (le point A étant le plus éloigné de la ligne de terre), 
au moyen des données suivantes : le plan de la face ASC est perpen- 
diculaire au plan PaQ et fait un angle de 72*» avec le plan horizon- 
tal ; la face ASB est située dans le plan PaQ ; l'angle plan ASG égale 
75° ; l'angle plan ASB, 660 ; 

2^ de mener par le centre de gravité G de la pyramide un plan 
perpendiculaire à la droite SG qui joint ce centre de gravité au 
sommet S et de construire les projections de la section faite par ce 
plan dans le solide. (1880.) 



On donne dans le premier dièdre un point A dont la cote oa' est 
19"", réloignement aa, 22"" ; un point G dont la cote -^g' est 
53"", réloignement yg, 48"", et dont la distance au plan de profil 
de A vers la droite est 52"". La droite AG est une diagonale d'un 



332 ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE DE SAINT-CTR 

parallélépipède rectangle dont une face est horizontale, une autre 
parallèle au plan vertical. 

Trouver les projections du parallélépipède. 

Par les milieux M, N, P des trois arêtes DH, BG, EF on fait passer 
un plan ; trouver la section du parallélépipède par ce plan. 

Pour la mise à l'encre, on supprimera la portion du parallélépipède 
située au-dessous du plan sécant. (1885.) 



cm 



AR est une droite parallèle au bord de droite de la feuille et à la 
de ce bord; R est son point de rencontre avec le bord inférieur ; la 
longueur AR égale la"'". 

Cette droite est Taréte d*un dièdre de 60** situé au-dessus du plan de 
comparaison, dont une face repose sur ce plan et contient le bord 
de droite de la feuille. Sur l'autre face se trouve un carré ÀBCD, dont 
le côté égale 6""". A est un de ses sommets et le côté AB fait avec 
AR un angle de 3o°. Ce carré ABCD est la base d'un parallélépipède 
rectangle P extérieur au dièdre et dont l'arête latérale est i4*"*. 

Par M, centre de la face latérale passant par AB, on mène dans le 
plan vertical parallèle à AR une droite A faisant un angle de 60° 
avec le plan horizontal et dont les cotes croissent à partir de M vers le 
haut de la feuille. 

Par A, on mène deux plans de pente 2,7 et Ton enlève de P, 
supposé plein, la partie située à l'intérieur des dièdres formés par ces 
plans où se trouve la verticale du point M . 

Représenter le parallélépipède ainsi entaillé. (1903.) 



Section plane d'un solide constitué par un cube évidé par un 
OCTAÈDRE régulier. — Cubc. Le côté du cube est de i5*"", le centre 
est le point w (o, o, 10"") ; un sommet B est sur la partie positive, Oy, 
de l'axe des y ; le plan vertical passant par Bo) est un plan de symé- 
trie, et la face passant par B, qui est perpendiculaire à ce plan de 
symétrie, est supposée située au-dessous du centre co. 

Octaèdre, — Il a pour sommets les centres des faces du cube. 

Plan sécant. — Il est déterminé par les points A (8*", o, o), B, C 
(0,0, II*'"*). Représenter la portion du cube extérieure à l'octaèdre 
et située au-dessous du plan sécant. 

Nota. — L'origine des coordonnées est le centre de la feuille ; Taxe Ox 
est la parallèle aux petits côtés de la feuille menée vers la droite; Taxe Oy, 
k parallèle aux grands côtés menée vers le bas de la feuille ; Taxe Oz est 
la perpendiculaire & la feuille menée aurdessus de cette feuille. 

(1906.) 
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